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Hochansehnliche Versammlung!
Bei der Wiederkehr des Tages, an dem ein hochherziger und erleuch-
teter Herrscher dieses Landes unsere Hochschule zu neuem Leben erstehen
ließ und dadurch eine Epoche der Blu¨te der Wissenschaften an derselben
inaugurierte, deren hundertja¨hrige Dauer wir in naher Zeit festlich begehen
werden, richten wir unsere Blicke voll Ehrfurcht und Dankbarkeit auf unsern
durchlauchtigsten Rector Magnificentissimus, der stets mit dem wa¨rmsten
Interesse und der tatkra¨ftigsten Unterstu¨tzung das Gedeihen unserer Uni-
versita¨t zu fo¨rdern, ihr Ansehen und ihren Ruhm immer fester zu begru¨nden
sucht. Ich glaube, dass wir unsere Dankbarkeit nicht besser und wu¨rdiger
beta¨tigen ko¨nnen, als wenn wir der großen Gelehrten gedenken, welche in
der Zeit seiner Begierung den Stolz und die Zierde unserer Hochschule, den
Ruhm unseres Vaterlandes bildeten, und so mo¨ge diese festliche Stunde dem
Andenken eines Mannes gewidmet sein, den wir ohne Bedenken als einen
der gro¨ßten und tiefsten Forscher bezeichnen du¨rfen, welche in diesem Jahr-
hundert unserer Universita¨t angeho¨rten, und auf dessen Bedeutung ich Ihre
Aufmerksamkeit zu lenken mir erlauben will vom Standpunkte meiner Wis-
senschaft aus, der er im Grunde sein Leben hindurch am meisten zugetan
war, und deren Wesen er heute vor dreiunddreißig Jahren an eben dieser
Stelle so klar und scho¨n in den Worten kennzeichnete:
”
Wir sehen in der
Mathematik die bewusste logische Ta¨tigkeit unseres Geistes in ihrer reinsten
und vollendetsten Form, wir ko¨nnen hier die ganze Mu¨he derselben kennen
lernen, die Schwierigkeit, abstrakte Begriffe zu bilden und zu verstehen, aber
ebenso Vertrauen fassen lernen in die Sicherheit, Tragweite und Fruchtbarkeit
solcher Gedankenarbeit.“ [73]
Erst vor Kurzem betrauerte die ganze gebildete Welt den Verlust unseres
unvergesslichen Hermann v. Helmholtz, der von 1858 bis 1871 auf dem
Gipfel seines Ruhmes stehend unserer Universita¨t angeho¨rte und im Verein
mit Bunsen und Kirchhoff dieselbe zum Mittelpunkt naturwissenschaft-
licher Forschung gemacht hat.
Wer sich die Aufgabe stellt, die Verdienste von Helmholtz um die ma-
thematische Wissenschaft ihrer Bedeutung entsprechend darzulegen, kann
nicht umhin, von jeder einzelnen seiner zwei- bis dreihundert, zum Teil nicht
leicht versta¨ndlichen Arbeiten Kenntnis zu nehmen, da jede derselben, selbst
wenn sie sich der mathematischen Sprache nicht bedient, durch die eminente
Scha¨rfe logischen Denkens das ho¨chste Interesse des Mathematikers erregt;
aber gerade darin liegt auch wieder die Schwierigkeit, jener Aufgabe vo¨llig
gerecht zu werden, da der Darsteller seiner unvergleichlichen Leistungen auf
allen Gebieten der Naturwissenschaften Physiologe und Physiker, Mathe-
matiker, Philosoph und A¨sthetiker zugleich sein mu¨sste, um einen so großen
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Denker wie Helmholtz nicht bloß bewundern und anstaunen, sondern auch
wu¨rdigen und verstehen zu ko¨nnen. Es lag eben nicht in der Natur seines
Geistes begru¨ndet, mathematische Untersuchungen um ihrer selbst willen
durchzufu¨hren, sich zu erfreuen an der Herleitung vo¨llig abstrakter Wahr-
heiten, welche Eigenschaften der geometrischen und arithmetischen Gebilde
darstellen, die dann mo¨glicherweise in den exakten Naturwissenschaften ihre
Anwendung finden; er holte sich vielmehr seine mathematischen Probleme —
und es ist dies gewiss der einzig wahre, aber auch nur von einem so großen
Meister mit Erfolg einzuschlagende Weg — unmittelbar aus der Beobachtung
der Natur, indem er von der Voraussetzung ausging, dass die Wissenschaft,
deren Zweck es ist, die Natur zu begreifen, auch annehmen mu¨sse, dass sie
begreiflich sei, und begreiflich sein bedeutet fu¨r ihn nichts anderes als — um
mit den Worten seines gro¨ßten Schu¨lers Heinrich Hertz zu reden — die
denknotwendigen Folgen der inneren Scheinbilder a¨ußerer Gegensta¨nde mit
den naturnotwendigen Folgen der abgebildeten Gegensta¨nde in U¨bereinstim-
mung zu bringen, oder die Probleme der Natur mathematisch zu formulieren.
So findet sich in allen seinen Arbeiten eine unendliche Fu¨lle auch vom rein
mathematischen Gesichtspunkte aus interessanter Resultate, die aber stets
sogleich eine mechanisch-physikalische Deutung finden, und dann tiefliegende
und umfassende Naturgesetze aufdecken, welche von ihrer mathematischen
Einkleidung befreit, man darf wohl sagen, nicht bloß in der naturwissen-
schaftlichen, sondern in der ganzen gebildeten Welt einer wesentlich neuen
Auffassung von den Vorga¨ngen in der Natur Bahn gebrochen haben. Nur
dann interessierten ihn auch mathematische Untersuchungen an sich, wenn
es sich um die Aufsuchung der Grundlagen und Axiome mathematischer Dis-
ziplinen handelte, und so hat er in der Tat darauf bezu¨gliche Forschungen
fu¨r die drei großen Gebiete der Mathematik, die Geometrie, Arithmetik und
Mechanik angestellt, die fu¨r die Erkenntnistheorie, sowie fu¨r die gesamte Ent-
wicklung der mathematischen Physik bahnbrechend gewesen sind, wobei ihm
aber auch hier wieder im Gegensatz zu a¨hnlichen oder ganz gleichgerichteten
Untersuchungen anderer ausgezeichneter Mathematiker stets die Beobach-
tung und Erfahrung den festen Boden und eine sichere Richtschnur fu¨r seine
Wege gaben, auf denen er zu den abstraktesten mathematischen Wahrheiten
gelangte.
Die Mathematik in ihrer ganzen Ausdehnung, wie ich sie hier betrachten
will, hat es mit drei von einander unabha¨ngigen Grundvorstellungen zu tun,
denen des Raumes, der Zeit, und der Masse; mit den Gebilden des Raum-
es bescha¨ftigt sich die Geometrie, mit denen der Zeit die Arithmetik, mit
den Beziehungen der Masse zu Raum und Zeit die Mechanik und mathema-
tische Physik. Die von Kant aufgestellte Ansicht von Raum und Zeit als
transzendentalen Anschauungsformen, welche durch die bekannten Axiome
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na¨her bestimmt sein sollten, war die bei fast allen Mathematikern und Phi-
losophen vorherrschende, bis Helmholtz dieselbe insofern in den Bereich
seiner Untersuchungen zog, als er die a priori’sche Existenz jener Axiome in
Zweifel zu ziehen anfing, und zwar nicht auf Grund abstrakter mathemati-
scher Betrachtungen, wie es zum Teil von Gauss und Riemann geschehen,
sondern physiologisch-optische Untersuchungen hatten ihn veranlasst, u¨ber
den Ursprung der allgemeinen Raumanschauung u¨berhaupt nachzudenken,
und sehr bald zur U¨berzeugung gefu¨hrt, dass nur die Anschaulichkeit der
Raumverha¨ltnisse uns das als selbstversta¨ndlich voraussetzen la¨sst, was in
Wahrheit eine besondere Eigentu¨mlichkeit unserer Außenwelt ist, und wir
dadurch die Axiome der Geometrie fu¨r durch transzendentale Anschauung
gegebene Sa¨tze halten. Schon in seinem im Jahre 1852 in Ko¨nigsberg gehal-
tenen Habilitationsvortrage
”
U¨ber die Natur der menschlichen Sinnesemp-
findungen“ [20] hatte er durch tiefgehende physiologisch-physikalische Ge-
genu¨berstellung der Objekte und der Sinneswahrnehmungen derselben die
Ansicht gewonnen, dass Licht und Farbenempfindungen nur Symbole fu¨r
Verha¨ltnisse der Wirklichkeit sind, und so den Weg gefunden, auf dem ein
weiterer Fortschritt in der tieferen Erkenntnis der Natur der Sinneswahr-
nehmungen sich ermo¨glichen ließ. Im Gegensatze zur nativistischen Theorie
der Raumanschauung, in welcher die Annahme gemacht wird, dass die Netz-
haut sich selbst in ihrer ra¨umlichen Ausdehnung empfinde, und bestimm-
te Raumvorstellungen vermittels eines angeborenen Mechanismus entstehen,
dass also auch die spezielle Lokalisation jedes Eindruckes durch die unmit-
telbare Anschauung gegeben ist, wurde Helmholtz der eigentliche Gru¨nder
der empiristischen Theorie, wonach die Sinnesempfindungen fu¨r unser Be-
wusstsein nur Zeichen der a¨ußeren Dinge und Vorga¨nge sind, deren Bedeu-
tung kennen zu lernen unserm Versta¨nde u¨berlassen bleibt, und es sonach
nicht no¨tig erscheint, dass z. B. bei der Wahrnehmung o¨rtlicher Unterschie-
de irgend welche U¨bereinstimmung zwischen den Lokalzeichen fu¨r unsern
Gesichtssinn und den ihnen entsprechenden a¨ußeren Raumunterschieden exi-
stiere, dass also u¨berhaupt eine pra¨stabilierte Harmonie bestehe zwischen
den Gesetzen des Denkens und Vorstellens mit denen der a¨ußeren Welt. Die-
sen physiologisch-philosophischen Betrachtungen gab er nun in den 1862 –
1864 erschienenen, auch in mathematischer Beziehung interessanten Arbei-
ten
”
U¨ber den Horopter“ [75, 82, 83] eine festere Basis; indem er als Ho-
ropter den geometrischen Ort derjenigen Punkte des a¨ußeren Raumes defi-
niert, welche sich auf korrespondierenden Stellen beider Netzha¨ute abbilden
und deshalb einfach gesehen werden, findet er fu¨r denselben im Allgemei-
nen eine ra¨umliche Kurve dritten Grades, und wenn ein Linienhoropter die
Fla¨che genannt wird, in welcher gerade Linien bestimmter Richtung liegen
mu¨ssen, damit bei einer fortdauernd kongruenten Verschiebung in sich die
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Bilder sich noch in ganzen Linien decken, ohne dass die Punkte der Bilder
zu korrespondieren brauchen, so ergeben sich fu¨r den Vertikal- und Horizon-
talhoropter oder fu¨r Linien, welche in beiden Sehfeldern normal oder par-
allel zu den Netzhauthorizonten erscheinen, Fla¨chen zweiten Grades, deren
Diskussion Helmholtz in seiner
”
Physiologischen Optik“ [47, 67, 94] mit
Hinzufu¨gung der Annahme der Asymmetrie der Netzha¨ute und einer etwas
vera¨nderten Definition der identischen Stellen derselben in streng mathema-
tischer Form durchfu¨hrt. So entwickelt sich in ihm auf Grund unwiderleg-
barer mathematisch-physikalischer Spekulationen die U¨berzeugung, dass, so
wie beim Akte des Sehens gleichzeitig zwei verschiedene Empfindungen un-
verschmolzen zum Bewusstsein kommen, und daher ihre Verschmelzung zu
dem einfachen Anschauungsbilde der ko¨rperlichen Welt durch einen Akt des
Bewusstseins auf Grund der Erfahrung geschieht, es u¨berhaupt unmo¨glich
sei, den Teil unserer Anschauungen, welcher der unmittelbaren Empfindung
angeho¨rt, von demjenigen zu trennen, der erst durch Erfahrung gewonnen
ist, und dass nur die Beziehungen des Raumes und der Zeit, also auch der
davon abgeleiteten der Zahl, somit nur das Mathematische, der a¨ußern und
innern Welt gemeinsam sind, in diesen allein also eine volle U¨bereinstimmung
der Vorstellungen mit den abgebildeten Dingen erstrebt werden kann. Und
nun trat naturgema¨ß die Frage an ihn heran, mit deren Beantwortung er
sich in den im Jahre 1868 erschienenen Arbeiten
”
U¨ber die Tatsachen, die
der Geometrie zu Grunde liegen“ [103, 104] bescha¨ftigt, wodurch wird die-
se U¨bereinstimmung der Raum- und Zeitvorstellungen mit den abgebildeten
Dingen erreicht, was ist in diesen Vorstellungen priorisch, was Ausfluss der
Erfahrung, und welches ist der Ursprung der allgemeinen Raumanschauung
u¨berhaupt? Helmholtz verwahrt sich dagegen, etwa Widerspruch zu erhe-
ben gegen die Kant’sche Auffassung des Raumes als transzendentaler Form
der Anschauung; aber er hatte auf dem Gebiete der Sinneswahrnehmungen
sich klar gemacht, dass es z. B. in der Organisation unseres Auges liegt, alles,
was wir sehen, nur als eine ra¨umliche Verteilung von Farben zu sehen, ohne
dass durch diese Gesichtswahrnehmung selbst irgendwelche ra¨umliche oder
zeitliche Aufeinanderfolge der Farben bedingt wird — und da lag fu¨r ihn
die Frage nahe, ob denn diese transzendentale Form der Raumanschauung
notwendig die Annahme nach sich zieht, dass nach oder neben bestimmten
Raumwahrnehmungen auch eine andere bestimmte eintreten mu¨sse, oder —
mit anderen Worten — ob damit die Annahme gewisser Axiome eingeschlos-
sen ist. In dem Bestreben, die Begriffsentwicklungen in der Geometrie von den
Ergebnissen der Erfahrung, die scheinbar als Denknotwendigkeiten auftreten,
zu sondern, erkennt er als die Grundlage aller Beweise in der Euclid’schen
Geometrie den Nachweis der Kongruenz ra¨umlicher Gebilde, und somit als
Postulat die Vorstellung, dass diese Gebilde zu einander hin bewegt werden
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ko¨nnen, ohne ihre Form und Dimension zu a¨ndern, und wird daher mit Not-
wendigkeit vor die Frage gestellt, ob die Annahme der freien Beweglichkeit,
welche wir von fru¨hester Jugend an erfahren haben, keine logisch unerwie-
sene Voraussetzung einschließt, wie sich ihm dies bei tieferem Eindringen in
die Frage in der Tat mit immer gro¨ßerer Sicherheit ergibt. Helmholtz malt
sich die Geometrie aus, wie sie sich verstandbegabten Wesen von nur zwei
Dimensionen darstellen wu¨rde, die an der Oberfla¨che irgend eines unserer
festen Ko¨rper leben und nicht die Fa¨higkeit haben, irgend etwas außerhalb
dieser Oberfla¨che wahrzunehmen, indem er von der Annahme ausgeht, dass
es uns als Bewohnern eines Raumes von drei Dimensionen mo¨glich ist, uns
die verschiedenen Arten, in denen fla¨chenhafte Wesen ihre Raumvorstellun-
gen ausbilden, zur Anschauung zu bringen und deren sinnliche Eindru¨cke uns
auszumalen, wa¨hrend wir Ra¨ume von mehr als drei Dimensionen nicht mehr
anschauen ko¨nnen, da alle unsere Mittel sinnlicher Wahrnehmung sich nur auf
einen dreidimensionalen Raum erstrecken. Was wird dann aus den Axiomen
unserer Geometrie, dass es zwischen zwei Punkten nur eine ku¨rzeste Linie,
die gerade Linie, gibt, dass durch drei nicht in gerader Linie liegende Punkte
des Raumes eine Fla¨che gelegt werden kann, in welche jede, zwei ihrer Punk-
te verbindende gerade Linie ganz hineinfa¨llt, und die eine Ebene genannt
wird, dass endlich, wenn zwei in derselben Ebene liegende und sich niemals
schneidende Linien als parallel bezeichnet werden, durch einen außerhalb ei-
ner geraden Linie liegenden Punkt zu dieser nur eine einzige parallele Gerade
gelegt werden kann, und was wird aus all’ den andern Axiomen, welche die
Kontinuita¨t der geometrischen Gebilde u. s. w. betreffen? Jene Fla¨chenwesen
wu¨rden ebenfalls im Allgemeinen ku¨rzeste Linien zwischen je zwei Punkten
ziehen ko¨nnen, die jedoch nicht notwendig gerade Linien wa¨ren, und welche
Helmholtz geradeste Linien nennt, aber schon in dem einfachsten Falle der
Kugel wu¨rden zwischen je zwei Polen sich unendlich viele geradeste Linien
legen lassen, parallele geradeste Linien wu¨rde man gar nicht ziehen ko¨nnen,
und die Summe der Winkel im Dreieck wu¨rde von zwei Rechten verschie-
den sein; jene Wesen wu¨rden den Raum ebenfalls unbegrenzt, aber endlich
ausgedehnt finden, und bei der Ausbildung einer Geometrie wu¨rden sie an-
dere geometrische Axiome haben als wir, aber sie ko¨nnten noch immer ihre
Raumgebilde beliebig auf der Kugel verschieben, ohne deren Dimensionen zu
a¨ndern. Doch auch diese Eigenschaft geht im Allgemeinen auf jedem andern
Ko¨rper verloren, da nur solche Fla¨chen eine derartige Verschiebung gestat-
ten, welche in allen Punkten eine konstante Kru¨mmung besitzen, von denen
die einer konstanten positiven Kru¨mmung durch Biegung ohne Dehnung und
Zerreißung auf einer Kugel sich abwickeln lassen und spha¨rische Fla¨chen,
diejenigen einer konstanten negativen Kru¨mmung pseudospha¨rische Fla¨chen
genannt werden, und die analytische Untersuchung von Fla¨chen der letzte-
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ren Art ergibt, dass die geradesten Linien sich unendlich verla¨ngern lassen,
ohne wie bei der Kugel in sich zuru¨ckzulaufen, und dass wie in der Ebene
zwischen zwei gegebenen Punkten immer nur eine ku¨rzeste Linie mo¨glich
ist; aber die Gu¨ltigkeit des Parallelenaxioms ho¨rt hier auf, da sich durch
einen Punkt außerhalb einer geradesten Linie unendlich viele solcher Lini-
en legen lassen, welche auch in’s Unendliche verla¨ngert die erstere nicht
schneiden, und die drei oben angefu¨hrten Axiome sind somit notwendig und
hinreichend, um die Fla¨che, auf welche sich die Euclid’sche Geometrie be-
zieht, im Gegensatz zu allen andern Raumgebilden zweier Dimensionen als
Ebene zu charakterisieren. Treten wir nun in den Raum mit drei Dimensio-
nen ein und vergleichen denselben, als ein Gebiet von Gro¨ßen betrachtet,
in welchem die Lage eines jeden Punktes durch drei Abmessungen bestimmt
werden kann, mit andern ebenfalls dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten,
wie sie z. B. die ra¨umliche Darstellung des Systems von Farben liefert, um
zu untersuchen, ob spezielle charakteristische Eigenschaften unserm Ra¨ume
zukommen, so zeigt sich in der Tat, dass derselbe noch besondere Bestimmun-
gen entha¨lt, welche bedingt sind durch die vollkommen freie Beweglichkeit
der festen Ko¨rper mit unvera¨nderter Form nach allen Orten hin und durch
den besonderen Werth des Kru¨mmungsmaßes. Dieses ist fu¨r den tatsa¨chlich
vorliegenden Raum gleich Null zu setzen — so wie es unter allen Fla¨chen
fu¨r die Ebene allein und die auf diese abwickelbaren Fla¨chen gleich Null
wird — um den Euclid’schen Axiomen von der Eindeutigkeit der ku¨rzesten
Linie und von den Parallelen Genu¨ge zu leisten; wa¨re letzteres von Null ver-
schieden, so wu¨rden Dreiecke von großem Fla¨cheninhalte freilich eine andere
Winkelsumme haben als kleine, aber das Resultat der geometrischen und
astronomischen Messungen, welche uns die Winkelsumme eines Dreiecks nur
nahezu und nie streng gleich zwei rechten Winkeln ergeben ko¨nnen, berech-
tigt uns offenbar nur zu schließen, dass das Kru¨mmungsmaß unseres Raumes
sehr klein ist; dass es in Wirklichkeit verschwindet, la¨sst sich nicht beweisen,
es ist ein Axiom. Helmholtz geht aber weiter; er zeigt, dass wir uns den An-
blick einer spha¨rischen, einer pseudospha¨rischen Welt, begriﬄich entwickelt
nach Analogie der oben charakterisierten Fla¨chen, nach allen Richtungen hin
ausmalen ko¨nnen, dass also die Axiome unserer Geometrie durchaus nicht in
der gegebenen Form unseres Anschauungsvermo¨gens begru¨ndet sein ko¨nnen,
ja er macht es durch Abbildungsbetrachtungen plausibel, dass, wenn unsere
Augen mit passenden Konvexgla¨sern bewaffnet wa¨ren, uns der pseudospha¨ri-
sche Raum verha¨ltnisma¨ßig gar nicht sehr fremdartig erschiene, und dass wir
nur in der ersten Zeit bei der Abmessung der Gro¨ße und Distanz fernerer Ge-
gensta¨nde Ta¨uschungen unterworfen sein wu¨rden.
Diese Untersuchungen bildeten zum Teil den Inhalt einiger in Heidelberg
im Jahre 1868 gehaltenen Vortra¨ge, und zwanzig Jahre spa¨ter kommt er in
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seiner Arbeit u¨ber
”
Ku¨rzeste Linien im Farbensystem“ [205] auf seine und
Riemann’s Ergebnisse wieder zuru¨ck, nach welchen sich alle Eigenschaften
der besonderen Art unseres Raumes daraus ableiten lassen, dass man den
Werth der Entfernung zweier benachbarter Punkte durch die zugeho¨rigen In-
kremente der Koordinaten ausdru¨cken kann, und somit von der Entfernung
zweier Punkte eines festen Ko¨rpers verlangt, dass sie durch die Lage ihrer
Endpunkte vollkommen gegeben sei und gleich bleibe bei allen mo¨glichen
Verschiebungen und Wendungen des festen Ko¨rpers. Indem er davon aus-
geht, dass jede besondere Farbe sich herstellen la¨sst durch die Vereinigung
der entsprechend abgemessenen Quanta dreier passend gewa¨hlter Grundfar-
ben, welche die Stelle der Koordinaten vertreten, findet er in der Deutlichkeit
der Unterscheidung zwischen zwei nahestehenden Farben eine der Entfernung
fu¨r Punkte des Raumes analoge Gro¨ße und stellt einen analytisch sehr ein-
fach zusammengesetzten Ausdruck auf, von dem er hofft, dass er fu¨r den
Bereich der Farbenempfindungen dieselbe Rolle spielen wird, wie die Formel
fu¨r die La¨nge des Linienelementes in der Geometrie. Derselbe la¨sst den Grad
der Deutlichkeit im Unterschiede zweier Farben erkennen, die sich gleich-
zeitig in den Quanten aller drei Grundfarben, welche in ihre Zusammen-
setzung eingehen, von ein- ander unterscheiden und also in Helligkeit und
Qualita¨t verschieden sind, und analog den ku¨rzesten Linien zwischen zwei
Punkten im Ra¨ume definiert er als ku¨rzeste Farbenreihen diejenigen Reihen
von U¨bergangsfarben zwischen zwei gegebenen Endfarben von verschiedener
Qualita¨t und Quantita¨t, fu¨r welche die Summe der wahrnehmbaren Unter-
schiede ein Minimum ist. Diese Anschauung des Bereiches der Farbenempfin-
dungen fu¨hrt ihn auch in der Arbeit
”
Die erweiterte Anwendung des Fech-
ner’schen Gesetzes im Farbensystem“ [203] dazu, dieses Gesetz, welches nur
A¨nderungen der Lichtsta¨rke bei umgea¨nderter Mischung des Lichtes in Frage
zog, auf Mannigfaltigkeiten von mehr als einer Dimension auszudehnen, und
die Gro¨ße der unterscheidbaren Abstufungen in den Farbento¨nen und in der
Sa¨ttigung der Farben bei gleichzeitiger A¨nderung der Helligkeit in Betracht
zu ziehen. Endlich kommt er noch in einer seiner letzten Arbeiten
”
U¨ber den
Ursprung der richtigen Deutung unserer Sinneseindru¨cke“ [215] wieder auf die
Frage der Raumanschauung zuru¨ck und wird zu u¨beraus geistvollen und be-
deutsamen philosophischen Betrachtungen geleitet. Die Vorstellung der ste-
reometrischen Form eines ko¨rperlichen Objekts spielt fu¨r ihn die Rolle eines
aus einer großen Reihe sinnlicher Anschauungsbilder zusammengefassten Be-
griffs, der ganz unabha¨ngig von der geometrischen Definition nur durch die
lebendige Vorstellung des Gesetzes, nach dem seine perspektivischen Bilder
auf einander folgen, zusammengehalten wird, und von dieser Anschauung
ausgehend erkennt er in der unbewussten Ta¨tigkeit unseres Geda¨chtnisses die
Veranlassung zu all’ den Vorstellungsverbindungen, deren Resultate wesent-
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lich mit denen des bewussten Denkens u¨bereinstimmen. Dann ist aber nach
ihm der Induktionsschluss nichts anderes als die Erwartung, dass die in ihren
Anfa¨ngen beobachtete Erscheinung unseren bisherigen Wahrnehmungen ent-
sprechend weiter verlaufen wird, und die falschen Induktionen identisch mit
unsern Sinnesta¨uschungen, so dass unser Wissen nur die Kenntnis des Objek-
tes in Worte fasst, von dem wir vermo¨ge der uns angeborenen Organisation
und mit Hu¨lfe der auf unbewusster Arbeit des Geda¨chtnisses beruhenden
Induktionsschlu¨sse ein Anschauungsbild gewonnen haben.
Erst lange nach Vero¨ffentlichung seiner Arbeiten u¨ber die Axiome der
Geometrie wandte er sich, immer wieder angeregt durch die Tatsache der
geringen Anzahl und der unmittelbaren Evidenz der Axiome der Mathe-
matik und Mechanik bei ihrem unendlichen Umfange, im Jahre 1887 in ei-
ner Eduard Zeller zu dessen fu¨nfzigja¨hrigem Doktorjubila¨um gewidmeten
Schrift der erkenntnistheoretischen Untersuchung des Za¨hlens und Messens
[191] zu, um auch hier der Ansicht Kant’s entgegenzutreten, dass die Axio-
me der Arithmetik a priori gegebene Sa¨tze seien, welche die transzendentale
Anschauung der Zeit in demselben Sinne na¨her bestimmen, wie die Axiome
der Geometrie die des Raumes, und legt sich die Frage nach der Bedeutung
und Berechtigung der Rechnung mit reinen Zahlen und der Mo¨glichkeit von
deren Anwendung auf physische Gro¨ßen vor. Indem er das Za¨hlen daraus her-
leitet, dass wir im Stande sind, die Reihenfolge, in der Bewusstseinsakte zeit-
lich nach einander eingetreten sind, im Geda¨chtnis zu behalten, wird fu¨r ihn
die Lehre von den reinen Zahlen lediglich eine auf psychologischen Tatsachen
aufgebaute Methode zur folgerichtigen Anwendung eines Zeichensystems von
unbegrenzter Ausdehnung und Mo¨glichkeit der Verfeinerung, zum Zwecke der
Darstellung der verschiedenen, zu demselben Endergebnis fu¨hrenden Verbin-
dungsweisen dieser Zeichen. Nach der aus dieser Anschauung gewonnenen
Definition der gesetzma¨ßigen Reihe der positiven ganzen Zahlen und der
Eindeutigkeit ihrer Aufeinanderfolge stellt er den Begriff der Addition der
reinen Zahlen fest, und zeigt, dass sich die Axiome der Arithmetik von der
Gleichheit zweier Zahlen in Ru¨cksicht einer dritten, das Assoziationsgesetz
der Addition und das Kommutationsgesetz nur durch die U¨bereinstimmung
des Ergebnisses mit dem, welches aus dem Za¨hlen von a¨ußeren za¨hlbaren
Objekten hergeleitet werden kann, beweisen lassen; damit aber die Objekte
za¨hlbar sind, mu¨ssen gewisse Bedingungen erfu¨llt werden, u¨ber deren Vor-
handensein nur die Erfahrung entscheiden kann. Indem nun Objekte, welche
in irgend einer bestimmten Beziehung gleich sind und geza¨hlt werden, als
Einheit der Za¨hlung, die Anzahl derselben als eine benannte Zahl, und die
besondere Art der Einheiten, die sie zusammenfasst, als Benennung der Zahl
bezeichnet werden, wird der Begriff der Gleichheit zweier Gruppen von be-
nannten Zahlen gleicher Benennung durch dieselbe Anzahl festgestellt. Nennt
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man nun Objekte oder Attribute von Objekten, die mit a¨hnlichen verglichen
den Unterschied des gro¨ßer, gleich oder kleiner zulassen, Gro¨ßen — woru¨ber
nur die empirische Kenntnis gewisser Seiten des physischen Verhaltens beim
Zusammentreffen und Zusammenwirken mit andern entscheiden kann — und
ko¨nnen wir diese Gro¨ßen durch eine benannte Zahl ausdru¨cken, so nennen
wir diese den Werth der Gro¨ße und das Verfahren, durch welches wir die be-
nannte Zahl finden, die Messung derselben. So messen wir eine Kraft entweder
durch die Massen und Bewegungen des Systems, von welchem sie ausgeu¨bt
wird, oder bei der dynamischen Messung durch die Massen und die Bewegung
des Systems, auf welches sie wirkt, oder endlich bei der statischen Methode
der Kraftmessung dadurch, dass wir die Kraft mit bekannten Kra¨ften in’s
Gleichgewicht bringen. Es bleibt somit nur die Frage zu beantworten, wann
ko¨nnen wir Gro¨ßen durch benannte Zahlen ausdru¨cken, und was wird da-
mit an tatsa¨chlichem Wissen erreicht? und zu dem Zwecke werden nun die
fu¨r die Physik so interessanten und wichtigen Betrachtungen angestellt u¨ber
physische Gleichheit und u¨ber das Kommutations- und Assoziationsgesetz
physischer Verknu¨pfungen, wobei die Addition als eine solche von Gro¨ßen
gleicher Art definiert wird, deren Ergebniss nicht gea¨ndert wird durch Ver-
tauschung der einzelnen Elemente unter sich oder durch Vertauschung der
Glieder mit gleichen Gro¨ßen gleicher Art. Bei der Einfu¨hrung der irratio-
nalen Verha¨ltnisse endlich stellt sich Helmholtz auf den Standpunkt des
Physikers, den er auch stets, wie wir spa¨ter sehen werden, bei der Ero¨rterung
der Prinzipien der Mechanik und mathematischen Physik festha¨lt, indem er
erkla¨rt, dass wir in der Geometrie und Physik noch nicht solchen diskontinu-
ierlichen Funktionen begegnet sind, zu deren Berechnung die Kenntnis der
hinreichend eng gezogenen Grenzen, zwischen denen der irrationale Werth
liegt, nicht genu¨gt; freilich kennt der Mathematiker auch Funktionen ande-
rer Art, und die neuesten Untersuchungen Boltzmann’s scheinen solchen
analytischen Gebilden auch eine Existenz in der Physik zuweisen zu wollen.
Indem wir uns nun zu dem weitaus schwierigeren Teile unserer Aufgabe,
zur Darlegung der Verdienste Helmholtz’s um die analytische Mechanik
wenden, um die durch einige seiner gla¨nzendsten Arbeiten erfolgte teilwei-
se Umgestaltung der Prinzipien derselben erkennen zu lassen, wird es no¨tig
sein, die Wege genauer zu verfolgen, die ihn durch die große Reihe bewun-
dernswerter mathematisch-physikalischer Untersuchungen und weittragen-
der physikalischer Entdeckungen, welche wir nach den großen Klassen der
hydrodynamischen, aerodynamischen und elektrischen Arbeiten sondern wer-
den, schließlich zur Untersuchung der Axiome der Mechanik gefu¨hrt haben.
Um sich u¨ber die den Gesetzen der mechanischen Naturwissenschaften
widersprechende Annahme vieler damaliger Physiologen, dass durch die so-
genannte Lebenskraft Naturkra¨fte in’s Unendliche erzeugt werden ko¨nnen,
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ein Urteil zu bilden, bescha¨ftigt er sich, von der durch die mechanischen Ge-
setze erwiesenen Voraussetzung ausgehend, dass eine bestimmte Quantita¨t
einer bewegenden Kraft bei aller Komplikation ihres Mechanismus immer nur
dasselbe bestimmte Quantum von Bewegung hervorbringen ko¨nne, in seiner
”
Theorie der physiologischen Wa¨rmeerscheinungen“ [5, 8, 13, 26] mit der fu¨r
die theoretische Ansicht vom Lebensprozesse so wichtigen Frage u¨ber den
Ursprung der tierischen Wa¨rme. Die Resultate dieser Untersuchung sowie
der ziemlich gleichzeitig angestellten
”
u¨ber die Wa¨rmeentwicklung bei der
Muskelaction“ [7] gaben ihm die Besta¨tigung des großen Gesetzes von der
Erhaltung der Kraft, das den Inhalt eines im Jahre 1847 in der physikali-
schen Gesellschaft zu Berlin gehaltenen Vertrages bildete. Es war gewiss ein
fu¨r die Geschichte der Wissenschaften interessanter Moment, als heute vor 30
Jahren einer der ausgezeichnetsten Physiker unseres Jahrhunderts, Gustav
Kirchhoff, von eben dieser Stelle aus in seiner scho¨nen und lichtvollen
Rede
”
U¨ber das Ziel der Naturwissenschaften“ in Gegenwart von Helm-
holtz die Erkenntnis dieses Gesetzes die unzweifelhaft wichtigste nannte,
die in unserm Jahrhundert auf dem Gebiete der Naturwissenschaften gewon-
nen worden, und noch heute nach 50 Jahren behauptet Hertz in seinem
nachgelassenen Werke
”
Die Prinzipien der Mechanik“ [216], dass die Physik
am Ende unseres Jahrhunderts einer vo¨llig neuen Denkweise ihre Vorliebe
zugewandt hat und beeinflusst von dem u¨berwa¨ltigenden Eindrucke, welchen
die Helmholtz’sche Entdeckung von der Konstanz der Energie der Physik
gemacht, es nunmehr liebt, die Ru¨ckfu¨hrung der Erscheinungen auf die Ge-
setze der Energieverwandlung als ihr letztes Ziel zu behandeln. Ich muss zum
Versta¨ndnis dieser großen Entdeckung von Helmholtz, sowie seiner spa¨te-
ren fundamentalen Arbeiten u¨ber die Prinzipien der Mechanik einen kurzen
Ru¨ckblick auf die Entwicklung der theoretischen Mechanik u¨berhaupt werfen.
Aus den ersten Untersuchungen u¨ber den Hebel, die Rolle und die schiefe
Ebene entwickelten sich sehr bald die allgemeinen Anschauungen, welche die
Lehre vom Gleichgewicht begru¨ndeten, und die Definition der Arbeit als das
Produkt aus der Gro¨ße einer Kraft in die, in der Richtung dieser gemessene,
unendlich kleine Verschiebung eines materiellen Punktes ließ als Grundlage
der gesamten Statik das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten erkennen,
nach welchem sich irgend ein materielles System dann und nur dann im
Gleichgewicht befindet, wenn fu¨r jede virtuelle d. h. mit den Verbindungen
der Punkte vertra¨gliche unendlich kleine Verru¨ckung die Arbeit des gesam-
ten Systems gleich Null ist. Nachdem weiter durch Galilei die Kenntnis der
Tra¨gheit der Massen, durch Newton der Begriff der Fernkraft hinzugekom-
men, entwickelte sich die Mechanik auf der Grundlage der drei beru¨hmten
Newton’schen Gesetze, nach welchen jeder Ko¨rper in seinem Zustande von
Ruhe oder von gradliniger gleichfo¨rmiger Bewegung verharrt, außer wenn er
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durch a¨ußere Kra¨fte zu einer Vera¨nderung dieses Zustandes veranlasst wird,
ferner die Beschleunigung eines einzelnen materiellen Punktes in der Rich-
tung der Kraft erfolgt, welche auf den Punkt wirkt, und gleich der Gro¨ße der
Kraft ist, dividiert durch die Masse des Punktes, und endlich die Wirkungen
zweier Ko¨rper auf einander immer gleich sind und entgegengesetzte Rich-
tungen haben. So gelangte man wenigstens fu¨r Newton’sche Kra¨fte und
unter der Annahme fester Verbindungen zwischen den materiellen Punkten
des Systems zu dem die ganze Dynamik beherrschenden d’Alembert’schen
Prinzip: Wenn man gewonnene Kraft diejenige nennt, die man zu der auf
jeden Punkt wirkenden hinzufu¨gen mu¨sste, wenn derselbe sich im isolier-
ten Zustande so bewegen sollte, wie er es in Wirklichkeit tut, so sagt das
d’Alembert’sche Prinzip aus, dass sich die sa¨mtlichen gewonnenen Kra¨fte
das Gleichgewicht halten, und liefert dem Mathematiker ein Mittel, wenn
die Bewegungsbeschra¨nkungen der Punkte des Systems in analytisch dar-
stellbaren Gleichungen ihrer Koordinaten, ferner die Kra¨fte, die auf diese
wirken, sowie Ort und Geschwindigkeit eines jeden Punktes des Systemes
fu¨r irgend einen Moment gegeben sind, die Lage derselben zu jeder Zeit zu
ermitteln. Die Fortentwicklung der Mechanik in dieser Richtung wu¨rde somit
die Erforschung aller Kra¨fte der Natur d. h. aller Eigenschaften der Materie
erfordern, da die letztere fu¨r uns keine andern Merkmale hat als die Kra¨fte,
welche ihre Teile auf einander ausu¨ben. Nachdem nun diese beiden Grund-
prinzipien der Lehre vom Gleichgewicht und der Bewegung erkannt waren,
bestrebte man sich, allgemeine Gesetze und Eigenschaften der Bewegung zu
ermitteln, und eine der wichtigsten und folgereichsten Entdeckungen war
die von Huyghens, Johann und David Bernoulli [i.e. Daniel Bernoulli]
gegebene Herleitung des Prinzips von der Erhaltung der lebendigen Kraft;
nennt man na¨mlich das halbe Produkt aus der Masse und dem Quadrat der
Geschwindigkeit eines Punktes die lebendige Kraft desselben, und fu¨r ein aus
beliebig vielen Punkten bestehendes materielles System, in welchem die ein-
zelnen Punkte Beschra¨nkungen ihrer freien Beweglichkeit unterliegen du¨rfen,
die Summe der einzelnen lebendigen Kra¨fte die lebendige Kraft des Systems
oder dessen kinetische Energie, so ist der Zuwachs, welchen ein den Bedin-
gungen des d’Alembert’schen Prinzips unterliegendes materielles System
bei der Bewegung von irgend einer Lage aus in irgend eine andere an leben-
diger Kraft gewinnt, genau gleich der in der Zwischenzeit von den Kra¨ften
geleisteten Arbeit. Ha¨ngt nun die wa¨hrend der Bewegung geleistete Arbeit
nur von der Anfangs- und Endlage ab, so folgt hieraus, dass, wenn ein Sy-
stem bei der Bewegung wieder in seine Anfangslage zuru¨ckkehrt, auch seine
kinetische Energie wieder denselben Werth erlangt, und dieses Gesetz nennt
man den Satz von der Erhaltung der kinetischen Energie, sowie die Syste-
me, fu¨r welche dasselbe gilt, konservative Systeme. Eine einfache Umformung
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dieses Satzes fu¨hrt aber zu den weittragendsten Folgerungen; die Tatsache
na¨mlich, dass ein Ko¨rper bei seiner Bewegung von einer Lage in eine andere
eine bestimmte Arbeit leistet, sagt nichts anderes aus, als dass seine Lei-
stungsfa¨higkeit oder potentielle Energie in der Anfangslage um die geleistete
Arbeit gro¨ßer ist als in seiner Endlage, so dass fu¨r konservative Systeme der
oben ausgesprochene Satz von der Erhaltung der kinetischen Energie in das
Gesetz von der Konstanz der Energie u¨bergeht, dass bei der Bewegung eines
beliebigen konservativen Systems die Summe der potentiellen und kinetischen
Energie unvera¨nderlich ist, jedoch nur unter der wesentlichen Voraussetzung,
dass die bei der Bewegung des Systems geleistete Arbeit nicht von dem be-
schriebenen Wege, sondern nur von der Anfangs- und Endlage des Systems
abha¨ngig ist. Fu¨r die Newton’schen Kra¨fte und Systeme, fu¨r welche die-
ses Prinzip zuna¨chst gilt, besagt nun offenbar die Gu¨ltigkeit dieses Gesetzes
nichts anderes als die Unmo¨glichkeit des perpetuum mobile oder durch ir-
gend eine Kombination von Naturko¨rpern bewegende Kraft fortdauernd aus
nichts zu erschaffen, da wir vermo¨ge der auf dem einen Wege im Vergleich
zum andern, den wir zur Zuru¨ckfu¨hrung des Systems benutzen, gewonnenen
Arbeitsgro¨sse mechanische Kraft in’s Unbestimmte erzeugen ko¨nnten. Nun
war zwar die Unmo¨glichkeit eines solchen fu¨r die Kra¨fte der angegebenen
Art la¨ngst erkannt, und also auch fu¨r diese das Gesetz von der Konstanz
der Energie, aber nicht alle Kra¨fte der Natur schienen diese Eigenschaft zu
teilen, und somit auch dem erwa¨hnten Gesetze unterworfen zu sein. Wenn
ein System sich auf ein und derselben Bahn erst ohne und dann mit Reibung
bewegt, so wird im letzteren Falle die kinetische Energie wegen der vermin-
derten Geschwindigkeit kleiner sein, und man wird daher, um den Satz von
der Konstanz der Energie in seiner ganzen Allgemeinheit aufrecht zu erhal-
ten, den Begriff der potentiellen Energie, die bisher nur eine Energie der Lage
gewesen, auch auf die Energie ausdehnen mu¨ssen, welche sich in Form von
Wa¨rme und anderen Naturkra¨ften darstellt, also in dem obigen Falle den
Verlust an kinetischer Energie durch eine in Folge der Reibung entstande-
ne a¨quivalente Wa¨rmemenge ersetzen mu¨ssen. So hat R. Mayer, von der
Voraussetzung ausgehend, dass die Erschaffung und Vernichtung einer Kraft
außer dem Bereiche menschlichen Denkens und Wirkens liege, die A¨quiva-
lenz von Wa¨rme und mechanischer Arbeit als Grundgesetz der Naturerschei-
nungen ausgesprochen. Helmholtz zog nun, ohne von den Untersuchungen
Mayer’s Kenntnis zu haben, gleich von vornherein alle Naturkra¨fte in den
Kreis seiner Betrachtungen und folgerte aus der Annahme der Gu¨ltigkeit des
Gesetzes von der Konstanz der Energie, dessen Richtigkeit er experimentell
pru¨fen und fu¨r eine große Reihe physikalischer Vorga¨nge erweisen konnte, die
Unmo¨glichkeit eines perpetuum mobile, auch wenn Wa¨rme, Licht, Elektri-
zita¨t und chemische Prozesse als wirkende Kra¨fte eintreten, oder des dem-
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selben a¨quivalenten Satzes, dass die Arbeit, die irgendwelche Naturkra¨fte
leisten, indem ihre Angriffspunkte aus einem gewissen Anfangszustande in
einen gewissen Endzustand u¨bergehen, nur von diesen beiden Zusta¨nden,
aber nicht von der Art des U¨berganges abha¨ngt. Indem er daraus folgerte,
dass in jedem abgeschlossenen Systeme einem Gewinne an Energie ein glei-
cher Verbrauch von Energie entsprechen muss, gelangte er zu der großen und
umfassenden Wahrheit, dass die Leistungsfa¨higkeit der Welt konstant ist.
In seiner stets so bewundernswerten Bescheidenheit hebt er hervor, dass
es nur seine Absicht war, den Physikern in mo¨glichster Vollsta¨ndigkeit die
theoretische, praktische und heuristische Wichtigkeit des Gesetzes von der
Konstanz der Energie darzulegen,
”
dessen vollsta¨ndige Besta¨tigung wohl als
eine der Hauptaufgaben der na¨chsten Zukunft der Physik betrachtet werden
muss,“ und es mag nur noch, um immer wieder auf die naturphilosophischen
AnschauungenHelmholtz’s hinzuweisen, hervorgehoben werden, dass er im
Gegensatz zu den Anha¨ngern metaphysischer Spekulation, welche das Gesetz
von der Erhaltung der Kraft als ein a priorisches hinzustellen suchten, das
Gesetz, wie alle Kenntnis von den Vorga¨ngen der wirklichen Welt, auf induk-
tivem Wege gefunden erkla¨rte, und zwar durch die nach vielen vergeblichen
Versuchen gewonnene Induktion, dass man ein perpetuum mobile nicht bauen
kann. Dieses große allgemeine Gesetz, welches die quantitativen Verha¨ltnisse
regelt, die bei Umsetzungen walten mu¨ssen, ließ jedoch noch unentschieden,
ob Arbeit unbegrenzt in Energie der Wa¨rme und umgekehrt sich verwan-
deln la¨sst, und wie es sich damit beim Lichte, der Elektrizita¨t und andern
Naturkra¨ften verha¨lt, Fragen, deren Beantwortung erst spa¨ter die tiefe und
umfassende Bedeutung des Energiebegriffes in der mathematischen Physik
darlegen sollte.
Nachdem Helmholtz dieses Grundprinzip der Mechanik fu¨r die Physik
nach den verschiedensten Seiten hin durchforscht hatte, wandte er sich ne-
ben physiologischen Untersuchungen, wie schon aus seinen Berichten u¨ber
die
”
Theorie der Akustik“ [25, 31] hervorgeht, sehr allgemeinen mechani-
schen Problemen, spezieller hydrodynamischen Untersuchungen zu und legte
im Jahre 1858 in seiner beru¨hmten Arbeit
”
U¨ber die Integrale der hydro-
dynamischen Gleichungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen“ [55]
die Grundlage zu einer vo¨llig neuen Anschauung der Bewegung der Flu¨ssig-
keiten, die spa¨ter durch W. Thomson in seiner Theorie der Wirbelatome
und andere Physiker fu¨r die verschiedensten Teile der Naturwissenschaften
fruchtbar gemacht wurde. Unter der Annahme, dass der Druck in einer idea-
len d. h. nicht reibenden Flu¨ssigkeit nach allen Seiten derselbe sei, war es be-
reits Euler und Lagrange gelungen, analytische Beziehungen aufzustellen
zwischen dem Drucke in der Flu¨ssigkeit, deren Dichtigkeit, der Zeit, den Ko-
ordinaten eines Teilchens und einerseits den Geschwindigkeitskomponenten
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desselben, andererseits der Lage dieses Teilchens beim Beginne der Bewe-
gung, und ferner die sogenannte Kontinuita¨tsgleichung zu folgern, welche
aussagt, dass die Masse eines bestimmten materiellen Teilchens der Flu¨ssig-
keit sich mit der Zeit nicht a¨ndere, also die Oberfla¨che der Flu¨ssigkeit stets
aus denselben Teilchen zusammengesetzt sein mu¨sse. Alle diese Gleichun-
gen bilden fu¨r die Theorie der Bewegung idealer Flu¨ssigkeiten das Analogen
zu dem oben erwa¨hnten d’Alembertschen Prinzip und fu¨hren die Bestim-
mung der variabeln Gro¨ßen durch die Zeit und die Anfangszusta¨nde auf ein
rein mathematisches Problem zuru¨ck, dessen Auflo¨sung uns, um mich einer
Kirchhoffschen Ausdrucksweise zu bedienen, die Bewegung beschreiben
wird. In der Tat ist auch die eben bezeichnete Aufgabe in einzelnen Fa¨llen
gelo¨st worden, in welchen die Komponenten der Geschwindigkeit jedes Was-
serteilchens gleich gesetzt werden ko¨nnen den nach den entsprechenden Rich-
tungen genommenen Differentialquotienten einer bestimmten Funktion, wel-
che Helmholtz das Geschwindigkeitspotential nennt, und die wenigstens
fu¨r inkompressible Flu¨ssigkeiten vermo¨ge der Kontinuita¨tsgleichung diesel-
ben Eigenschaften besitzt, welche dem Potential gravitierender Massen in
Punkten außerhalb dieser Massen zukommen. Aber ein solches Geschwin-
digkeitspotential existiert nicht immer, und deshalb greift Helmholtz das
u¨beraus schwierige Problem der Bewegungsformen in jener Arbeit, welche in
dem Jahre seiner U¨bersiedlung nach Heidelberg erschien, ganz allgemein an.
Zuna¨chst erkennt er, dass die Vera¨nderung, welche ein unendlich kleines
Flu¨ssigkeitsvolumen in einem unendlich kleinen Zeitteilchen erleidet, zusam-
mengesetzt ist aus drei verschiedenen Bewegungen, einer Fortfu¨hrung des
Teilchens durch den Raum hin, einer Ausdehnung oder Zusammenziehung
desselben nach drei auf einander senkrechten Richtungen und endlich einer
Rotation um eine tempora¨re Drehachse, wobei die Existenz von Rotations-
bewegungen ausgeschlossen ist, wenn ein Geschwindigkeitspotential existiert.
Helmholtz nennt nun Bewegungen, denen ein Geschwindigkeitspotential
nicht zukommt, Wirbelbewegungen, und indem er die A¨nderungen der Ro-
tationsgeschwindigkeiten wa¨hrend der Bewegung zu bestimmen sucht, findet
er, dass diejenigen Flu¨ssigkeitsteilchen, welche nicht schon Rotationsbewe-
gungen haben, auch im Verlaufe der Zeit keine Rotationsbewegungen be-
kommen; nennt man nun eine Wirbellinie eine solche, deren Richtung u¨berall
mit der Richtung der augenblicklichen Rotationsachse der dort befindlichen
Teilchen zusammentrifft, so ergibt sich der merkwu¨rdige Satz, dass eine je-
de Wirbellinie fortdauernd aus denselben Teilchen zusammengesetzt bleibt,
wa¨hrend sie mit diesen Teilchen in der Flu¨ssigkeit fortschwimmt, und dass
die Gro¨ße der resultierenden Rotationsgeschwindigkeit in einem bestimmten
Flu¨ssigkeitsteilchen sich in demselben Verha¨ltnis a¨ndert wie der Abstand die-
ses Teilchens von seinen Nachbarn in der Wirbellinie. Bezeichnet man weiter
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als Wirbelfaden den durch einen unendlich du¨nnen Mantel von Wirbellinien
eingeschlossenen Teil der Flu¨ssigkeit, so bleibt das Produkt aus der Rota-
tionsgeschwindigkeit und dem Querschnitt eines Wirbelfadens in der ganzen
La¨nge desselben und auch bei der Fortbewegung konstant, so dass ein Wirbel-
faden nirgends in der Flu¨ssigkeit aufho¨ren darf, sondern entweder ringfo¨rmig
innerhalb derselben in sich zuru¨ckla¨uft oder bis an die Grenzen dieser reicht.
Indem nun Helmholtz noch die Lo¨sung der Aufgabe angreift, aus den Wir-
belgeschwindigkeiten die Bewegungsgeschwindigkeiten zu berechnen, hat er
durch diese auch in mathematischer Beziehung ho¨chst interessanten Unter-
suchungen die Reihe der Bewegungsformen wenigstens fu¨r die Vorstellung
zuga¨nglich gemacht, wenn auch die analytische Ausfu¨hrung der Probleme
nur in den einfachsten Fa¨llen mo¨glich war. Unter gewissen Voraussetzungen
u¨ber die Natur der Umgebung enthalten die Wirbelfa¨den undWirbelringe un-
vera¨nderlich dieselbe Menge Flu¨ssigkeit und sind unzersto¨rbar; dann werden
zwei Wirbelringe, deren Achse dieselbe ist, und die gleiche Rotationsrichtung
besitzen, in gleichem Sinne fortschreiten, und zwar wird der vorangehende
sich erweitern und langsamer sich bewegen, der nachfolgende sich verengern
und schneller fortschreiten, um schließlich, vorausgesetzt dass die Fortpflan-
zungsgeschwindigkeiten innerhalb bestimmter Grenzen liegen, den andern
einzuholen, durch ihn hindurchzugehen und jetzt bei der weiteren Bewegung
die Rolle des ersteren zu u¨bernehmen, wobei freilich in Wirklichkeit die Er-
scheinungen der Wirbelbewegung in Folge der Reibung sich sehr bald anders
gestalten werden.
Die Gesetzma¨ßigkeit und relative Stabilita¨t der Wirbelerscheinungen
hat W. Thomson, um die Theorie der Kontinuita¨t der Materie und die
Atomtheorie in einer Anschauung zu vereinigen, zu der interessanten Hypo-
these gefu¨hrt, den Atomen die Gestalt von Wirbelringen zu geben, und, was
weit wichtiger werden sollte, ihn veranlasst, die Resultate der Theorie der
Wirbelbewegung mit der Bewegung fester Ko¨rper in Flu¨ssigkeiten in Ver-
bindung zu bringen, und so jene Untersuchungen mit vorzubereiten, welche
die Fernkra¨fte aus der Physik fortschaffen wollen, und auf die ich bei den
spa¨teren Arbeiten von Helmholtz wieder zuru¨ckkommen werde.
Aber sehr bald genu¨gten Helmholtz seine bisher angestellten hydrody-
namischen Untersuchungen nicht mehr, und wa¨hrend der Bearbeitung seines
so beru¨hmt gewordenen Handbuchs der physiologischen Optik [47, 67, 94]
wurde er zu der U¨berzeugung gefu¨hrt, dass, wenn man bei der Behandlung
von Bewegungsproblemen tropfbarer Flu¨ssigkeiten auch nur einigermaßen
u¨bereinstimmende Resultate zwischen Theorie und Experiment erzielen wol-
le, die Reibung der Flu¨ssigkeitsteilchen unter einander, sowie diejenige an den
Wa¨nden des Gefa¨ßes nicht außer Betracht bleiben du¨rfen. Wie man schon
fru¨her durch Versuche von Bessel angeregt das Problem der Schwingungen
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einer Pendelkugel unter dem Einfluss einer umgebenden Flu¨ssigkeit behan-
delt hatte, untersucht er ebenfalls auf Grund Besselscher Beobachtungen
mit Hilfe der bereits bekannten Bewegungsgleichungen fu¨r das Innere einer
tropfbar flu¨ssigen Masse, welche der Reibung unterworfen ist, die um einen
der Durchmesser vor sich gehenden drehenden Schwingungen einer Pendel-
kugel, deren Hohlraum von einer reibenden Flu¨ssigkeit erfu¨llt ist; es gelingt
ihm, das Problem mathematisch durchzufu¨hren, die Wellenbewegungen der
Flu¨ssigkeit mit Beru¨cksichtigung der Reibung zu charakterisieren, und auf
diese Weise theoretisch die experimentell ausgefu¨hrten Bestimmungen der
Reibungskonstanten der verschiedenen Flu¨ssigkeiten zu controlliren.
Nachdem er noch zwei fu¨r Theorie und Praxis gleich wichtige Sa¨tze aufge-
stellt, nach welchen unter bestimmten Voraussetzungen die Stro¨mungen rei-
bender Flu¨ssigkeiten durch zylindrische Ro¨hren bei stationa¨rem Strome sich
so verteilen, dass der Verlust an lebendiger Kraft durch die Reibung ein Mi-
nimum wird, und im Falle des Gleichgewichts eines schwimmenden Ko¨rpers
im langsamen stationa¨ren Strome die Reibung selbst einen kleinsten Wert
annimmt, dringt er, nachdem ihn schon seine allgemeine Transformations-
methode der Probleme der elektrischen Verteilung auf die mathematisch so
wichtigen Abbildungsprobleme gefu¨hrt hatte, in der im Jahre 1868 vero¨ffent-
lichten funktionentheoretisch a¨ußerst interessanten Arbeit
”
U¨ber diskontinu-
ierliche Flu¨ssigkeitsbewegungen“ [99] tiefer in die Lehre vom Ausfluss der
Flu¨ssigkeiten und der Bildung freier Strahlen ein und behandelt die hiefu¨r
charakteristischen Erscheinungen der Diskontinuita¨t der Bewegung und des
Entstehens von Wirbeln. Helmholtz geht von der U¨berlegung aus, dass
durch die Natur des Problems, die Entstehung freier Flu¨ssigkeitsstrahlen zu
beschreiben, von selbst das Eintreten einer Diskontinuita¨t gefordert wird,
und dass somit die hydrodynamischen Grundgleichungen die Mo¨glichkeit ei-
ner diskontinuierlichen Beziehung der in ihnen vorkommenden Gro¨ßen zu-
lassen mu¨ssen. In der Tat zeigte sich, dass in einer bewegten inkompressi-
beln Flu¨ssigkeit der Druck, dessen Verminderung der lebendigen Kraft der
bewegten Flu¨ssigkeitsteilchen direkt proportional ist, sobald die letztere ei-
ne gewisse Gro¨ße u¨bersteigt, negativ werden, und die Flu¨ssigkeit zerreißen
muss, und es wird nachgewiesen, dass jede geometrisch vollkommen scharf
gebildete Kante, an welcher Flu¨ssigkeit vorbeifließt, selbst bei der ma¨ßgsten
Geschwindigkeit der u¨brigen Flu¨ssigkeit dieselbe zerreißen und eine Tren-
nungsfla¨che herstellen wird, dass dagegen an unvollkommen ausgebildeten
abgerundeten Kanten dasselbe erst bei gro¨ßeren Geschwindigkeiten stattfin-
det. Mit Hilfe von Methoden der Funktionentheorie wird nun die u¨beraus
schwierige Frage nach der Gestalt des freien Strahles unter der Vorausset-
zung ero¨rtert, dass von der Reibung abgesehen wird, a¨ußere Kra¨fte nicht
wirken, die Bewegung stationa¨r ist, das Geschwindigkeitspotential nur von
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zwei Koordinaten abha¨ngt, und dass Gefa¨ß und O¨ffnung ganz speziellen Be-
stimmungen unterliegen; endlich wird fu¨r die Beschreibung der Bewegung der
Flu¨ssigkeitsteilchen im Ausflussstrahle selbst die Fruchtbarkeit der fru¨her in
Betreff der Wirbel gewonnenen Resultate nachgewiesen.
Zugleich mit seinen hydrodynamischen Forschungen entwickelten sich
schon im Anfange seiner Heidelberger Zeit die akustischen und aerodynami-
schen Untersuchungen; in seinen Arbeiten
”
U¨ber Kombinationsto¨ne“ [43, 45,
46] und
”
U¨ber die Klangfarbe der Vokale“ [59] nimmt er die schon in fru¨her-
en kleineren Arbeiten vertretene Ansicht anderer Physiker wieder auf, dass
jeder Klang d. h. jede Empfindung, wie sie die von einem einzelnen to¨nenden
Ko¨rper ausgehende Luftbewegung erregt, sich zusammensetzt aus Empfin-
dungen oder To¨nen, wie sie durch eine einfache pendelartige Luftbewegung
hervorgebracht werden, und formuliert diese Hypothese mathematisch da-
durch, dass er von der Fourierschen Darstellung einer jeden periodischen
Bewegung durch eine Summe von Sinus-Bewegungen ausgehend, die Ho¨he
eines Klanges als die Ho¨he des tiefsten darin enthaltenen Tones, des Grund-
tones, definiert, wa¨hrend die u¨brigen als Oberto¨ne bezeichnet werden. Die
genauere experimentelle Untersuchung ergab, dass die musikalische Klang-
farbe nur von der Anwesenheit und Sta¨rke, aber nicht von den Phasenun-
terschieden der Oberto¨ne abha¨ngt, die in dem Klange enthalten sind, dass
man die Klangmassen, die auf das Ohr eindringen, in ihre einfachen Bestand-
teile zerlegen und aus diesen wieder zusammensetzen kann, und dass ferner
die Vokalkla¨nge sich von den Kla¨ngen der meisten andern musikalischen In-
strumente wesentlich dadurch unterscheiden, dass die Sta¨rke ihrer Oberto¨ne
nicht von der Ordnungszahl derselben, sondern von deren absoluter Tonho¨he
abha¨ngt. Immer wieder ist sein Bestreben erkennbar, auf allen Gebieten der
Sinneswahrnehmungen den wesentlichen Unterschied festzustellen zwischen
Empfindungen, insofern sie uns nur als Zusta¨nde unseres Ko¨rpers, speziell
unserer Nervenapparate zum Bewusstsein kommen, wie die Oberto¨ne, und
den Wahrnehmungen, insofern wir aus ihnen uns die Vorstellung a¨ußerer
Objekte bilden, wie der aus den Partialto¨nen zusammengefasste Klang.
Nun war aber bei allen bisherigen Betrachtungen der Akustik die sehr
allgemeine Hypothese gemacht worden, dass die schwingenden Bewegungen
der Luft und anderer elastischer Ko¨rper, welche durch mehrere gleichzei-
tig wirkende Tonquellen hervorgebracht werden, immer die genaue Summe
der Bewegungen sind, welche die einzelnen Tonquellen hervorbringen. Indem
Helmholtz erkannte, dass dieses Gesetz nur in aller Strenge gilt, wenn die
Schwingungen von unendlich kleiner Gro¨ße sind, die Dichtigkeitsa¨nderungen
also so klein sind, dass sie verglichen mit der ganzen Dichtigkeit nicht in Be-
tracht kommen, und ebenso die Verschiebungen der schwingenden Teilchen
verschwindend klein sind gegenu¨ber den Dimensionen der ganzen Massen,
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gelangt er fu¨r den Fall, dass dieses Gesetz nicht zutrifft, zur Erkla¨rung der
Kombinationsto¨ne, deren objektive Existenz unabha¨ngig vorn menschlichen
Ohre er nachweist, und unterscheidet wieder von diesen Kombinationsto¨nen,
bei welchen die Addition der Schwingungen außerhalb oder innerhalb des
Ohres Sto¨rungen erleidet, die Schwebungen, bei welchen die objektiven Be-
wegungen dem oben genannten Gesetze folgen, aber die Addition der Emp-
findungen nicht ungesto¨rt stattfindet.
Sehr bald greift er aber noch tiefer in die Theorie der Akustik ein und stellt
mit den feinsten Hilfsmitteln der Analysis in seiner beru¨hmten Abhandlung
”
Theorie der Luftschwingungen in Ro¨hren mit offenen Enden“ (1859) [62] Un-
tersuchungen u¨ber die Bewegung der Luft an, die seinen vorher besprochenen
hydrodynamischen analog sind, indem er die Frage aufwirft, in welcher Weise
sich ebene Schallwellen, die im Innern einer zylindrischen Ro¨hre erregt wer-
den und einem einfachen Tone entsprechen bei ihrem U¨bergange in den freien
Raum verhalten, um vor allem die Schwingungsform zu ermitteln, welche sich
schließlich herstellt, wenn die die Schwingungen erregende Ursache dauernd
und gleichma¨ßig fortwirkt. Nachdem er die wichtigsten allgemeinen Sa¨tze der
Potentialfunktion fu¨r die Lehre von den Schallwellen anwendbar gemacht und
als Basis fu¨r die weitere Untersuchung den interessanten Satz aufgestellt hat,
dass, wenn in einem Punkte eines mit Luft gefu¨llten Raumes Schallwellen er-
regt werden, das Geschwindigkeitspotential derselben in irgend einem andern
Punkte ebenso groß ist, als es in dem ersteren sein wu¨rde, wenn im letzte-
ren Wellen von derselben Intensita¨t erregt wu¨rden, womit auch Gleichheit
des Phasenunterschiedes in beiden Fa¨llen verbunden ist, gelingt es ihm un-
ter gewissen Beschra¨nkungen fu¨r die Dimension der O¨ffnung zwischen den im
Innern der Ro¨hre erzeugten ebenen und den sich halb kugelfo¨rmig ausbreiten-
den Wellen in den entfernten Teilen des freien Raumes gewisse Beziehungen
herzuleiten, und damit die Frage u¨ber den Einfluss des offenen Endes auf
die ebenen Wellen zu beantworten. Die weitere Untersuchung liefert die La-
ge der Schwingungs-Maxima und -Minima -und die davon abha¨ngende Ho¨he
der To¨ne sta¨rkster Resonanz, und behandelt die schwierige Frage nach einer
Reihe von Ro¨hrenformen, fu¨r welche sich die Luftbewegung in der Mu¨ndung
fu¨r Schallwellen großer Wellenla¨nge charakterisieren la¨sst; besser stimmen
die Ergebnisse der Rechnung mit dem Experiment, wie er in einer spa¨teren
Arbeit gezeigt hat, wenn noch die innere Reibung in der Luft in Ru¨cksicht
gezogen wird.
Alle diese Resultate seiner akustischen Untersuchungen, von denen ich
dem Zwecke meines Vertrages entsprechend nur die mathematisch besonders
interessanten hervorhebe, finden sich in zusammenha¨ngender Darstellung in
seinem beru¨hmten Werke
”
Die Lehre von den Tonempfindungen als physiolo-
gische Grundlage fu¨r die Theorie der Musik“ [79] vereinigt, welches eine Fu¨lle
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fu¨r die Geschichte und das Wesen der Musik wichtiger Resultate entha¨lt, von
denen nur noch das eine von allgemeinerem Interesse hervorgehoben werden
mag, dass er in der Musik in exakt mathematischer Weise Melodie als die
Grundlage der Musik von Harmonie, die nur zur Versta¨rkung der Melodie
dient, trennen lehrte, und dass er fu¨r die la¨ngst bekannte Tatsache, dass die
Schwingungszahlen der To¨ne in einem einfachen Verha¨ltnis stehen mu¨ssen,
wenn ein harmonischer Eindruck hervorgebracht werden soll, die mathemati-
sche Begru¨ndung in dem Nachweise fand, dass die den Grundton begleitenden
Partialto¨ne unangenehme Wirkungen auf das Ohr ausu¨ben, wenn sich das
Verha¨ltnis der Schwingungszahlen der Grundto¨ne nicht durch kleine ganze
Zahlen ausdru¨cken la¨sst.
Bevor ich mich nun zu einer kurzen Besprechung der weit spa¨teren aerody-
namischen Untersuchungen von Helmholtz wende, soweit sie unmittelbar
das Interesse des Mathematikers beanspruchen, mag einer auf dem Grenzge-
biete der Hydrodynamik und Aerodynamik sich bewegenden Arbeit aus dem
Jahre 1873
”
U¨ber ein Theorem, geometrisch a¨hnliche Bewegungen flu¨ssiger
Ko¨rper betreffend, nebst Anwendung auf das Problem Luftballons zu len-
ken“ [126] Erwa¨hnung geschehen, in welcher die hydrodynamischen Gleichun-
gen dazu verwendet werden, Beobachtungsresultate, die an einer Flu¨ssigkeit
und an Apparaten von gewisser Gro¨ße und Geschwindigkeit gewonnen wor-
den sind, zu u¨bertragen auf eine geometrisch a¨hnliche Masse einer andern
Flu¨ssigkeit und Apparate von anderer Gro¨ße und anderer Bewegungsge-
schwindigkeit. Die Ausdehnung der gewonnenen analytischen Resultate von
den tropfbar inkompressibeln Flu¨ssigkeiten auf Gase fu¨hrt zu einer Reihe von
interessanten Anwendungen; so findet Helmholtz unter anderm, dass die
Gro¨ße der Vo¨gel eine Grenze hat, wenn nicht die Muskeln in der Richtung
weiter ausgebildet werden ko¨nnen, dass sie bei derselben Masse noch mehr
Arbeit leisten als jetzt, und dass deshalb die Natur wahrscheinlich im Modell
des großen Geier schon die Grenze erreicht hat, welche fu¨r die Gro¨ße eines
Gescho¨pfes erlangt werden kann, welches sich durch Flu¨gel selbst heben und
la¨ngere Zeit in der Ho¨he verbleiben soll, so dass der Mensch wohl keine Aus-
sicht hat, durch den allergeschicktesten flu¨gela¨hnlichen Mechanismus, den
er durch seine Muskelkraft zu bewegen ha¨tte, sein Gewicht in die Ho¨he zu
heben und dort zu erhalten. Wendet man jedoch das oben erwa¨hnte Verglei-
chungsprinzip auf die Zusammenstellung der Luftballons und der Schiffe an,
so gelangt man zu dem interessanten Resultate, dass, wenn der Ballon etwa
anderthalbmal so viel wiegt, als die arbeitenden Menschen, die er tra¨gt, das
Verha¨ltnis zwischen Arbeitskraft und Gewicht dasselbe wa¨re, wie wir es in
einem Kriegsdampfer dargestellt sehen.
Erst weit spa¨ter in den Jahren 1888–90 dehnt Helmholtz in seinen
Arbeiten
”
U¨ber atmospha¨rische Bewegungen“ [194, 197] und
”
Die Energie
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der Wogen und des Windes“ [200] seine Untersuchungen u¨ber die Bewegung
der Flu¨ssigkeiten mit Beru¨cksichtigung der innern Reibung auf diejenige der
atmospha¨rischen Luft aus, um zu zeigen, wie sich auch in der Luftmasse
durch kontinuierlich wirkende Kra¨fte Diskontinuita¨tsfla¨chen bilden ko¨nnen.
Nachdem er durch streng mathematische Behandlung des Problems erkannt
hatte, dass die Wirkungen der Reibung an der Erdoberfla¨che auf die ho¨her-
en Luftschichten sehr unbedeutend sind, dass Vernichtung lebendiger Kraft
durch Reibung hauptsa¨chlich nur an der Bodenfla¨che und an den bei Wir-
belbewegungen vorkommenden Trennungsfla¨chen stattfindet, und dass ferner
Wa¨rmeaustausch, außer an der Grenze gegen den Erdboden und an innern
Diskontinuita¨tsfla¨chen, nur durch Strahlung und Fortfu¨hrung warmer Luft-
teilchen vor sich gehen kann, legt er sich die Frage vor, woher es kommt, dass
die Zirkulation unserer Atmospha¨re nicht weit heftigere Winde als in Wirk-
lichkeit erregt; er findet den Grund in der Vermischung verschieden bewegter
Luftschichten durch Wirbel, welche durch Aufrollung von Diskontinuita¨ts-
fla¨chen entstehen, und in deren Innern die urspru¨nglich getrennten Luft-
schichten in immer zahlreicheren und du¨nner werdenden Lagen um einander
gewickelt durch die ungeheuer ausgedehnte Beru¨hrungsfla¨che einen schnel-
leren Austausch der Temperatur und Ausgleichung ihrer Bewegung durch
Reibung ermo¨glichen. Aber in weit ho¨herem Grade werden die Wirkungen
der Reibung und Wa¨rmeleitung hervorgebracht durch Gleichgewichtssto¨run-
gen und Vermischung der atmospha¨rischen Schichten, welche durch die re-
gelma¨ßige Fortpflanzung von Wogen in der Atmospha¨re veranlasst sind, die
wie bei einer Wasserfla¨che durch die U¨bereinanderlagerung von zwei Luft-
schichten verschiedenen spezifischen Gewichtes entstehen. Wirklich sichtbar
werden uns derartige Wellensysteme an der Grenzfla¨che verschieden schwerer
Luftschichten erst dann, wenn die untere Schicht so weit mit Wasserdampf
gesa¨ttigt ist, dass die Wellenberge, in denen der Druck geringer ist, Nebel
zu bilden anfangen, und dann erscheinen streifige parallele Wolkenzu¨ge, die
sich u¨ber breite Himmelsfla¨chen hin in regelma¨ßiger Wiederholung erstrecken
ko¨nnen. Helmholtz ha¨lt es daher fu¨r u¨beraus wichtig, das Problem der
Theorie der Wellen an der gemeinsamen Grenzfla¨che zweier Flu¨ssigkeiten
zu bearbeiten, beschra¨nkt sich aber zuna¨chst der großen mathematischen
Schwierigkeiten wegen auf den einfachsten Fall von der Bewegung geradli-
niger Wellenzu¨ge, welche sich an der ebenen Grenzfla¨che unendlich ausge-
dehnter Schichten zweier verschieden dichter Flu¨ssigkeiten in unvera¨nderter
Form und mit konstanter Geschwindigkeit fortpflanzen. Wie eine ebene Was-
serfla¨che, u¨ber die ein gleichma¨ßiger Wind hinfa¨hrt, sich im Zusta¨nde labilen
Gleichgewichts befindet und hierdurch wesentlich die Entstehung vonWasser-
wogen veranlasst, so wiederholt sich auch an der Grenze verschieden schwerer
und aneinander entlang gleitender Luftschichten eben dieser Vorgang, nur in
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weit gro¨ßeren Dimensionen, und dies veranlasst Helmholtz die Verha¨ltnis-
se der Energie und ihre Verteilung zwischen Luft und Wasser eingehend zu
untersuchen und fu¨hrt ihn auf Grund ganz allgemeiner mechanischer Spe-
kulationen, deren Auseinandersetzung den Schlussstein unserer Darlegung
bilden wird, zu sehr interessanten, aber a¨ußerst schwierigen Betrachtungen,
welche den Unterschied stabilen und labilen Gleichgewichts in stationa¨rer
Bewegung begriffener Massen in a¨hnlicher Weise feststellen sollen, wie schon
lange zuvor fu¨r ruhende Ko¨rper im Minimum der potentiellen Energie die
Bedingung fu¨r das stabile Gleichgewicht gefunden worden, wobei sich un-
ter anderem herausstellt, dass fu¨r stationa¨re Wogen bei konstant gehaltenem
Geschwindigkeitspotential das stabile Gleichgewicht ebenfalls dem Minimum
der Energie entspricht.
Ich wende mich nun zur Skizzierung der letzten großen Kategorie seiner
mathematisch-physikalischen Arbeiten, welche ihn schließlich zu der so be-
deutsamen Ausgestaltung der Prinzipien der Mechanik fu¨hrten, zu seinen
Untersuchungen u¨ber Elektrizita¨t, die im Wesentlichen mit dem Jahre 1870
begannen, sich nahezu zehn Jahre fortsetzten und vor allem in den Arbei-
ten
”
U¨ber die Bewegungsgleichungen der Elektrizita¨t fu¨r ruhende leitende
Ko¨rper“ (1870) [114],
”
U¨ber die Theorie der Elektrodynamik“ (1870–74)
[111, 122, 129, 130], und in dem
”
Vergleich des Amp‘ereschen und Neu-
mannschen Gesetzes fu¨r die elektrodynamischen Kra¨fte“ (1873 [125] nieder-
gelegt sind. Die Gesetze der Elektrodynamik wurden damals in Deutsch-
land von den meisten Physikern aus der Hypothese von Wilhelm Weber
hergeleitet, welcher bei Aufstellung des Gesetzes von der Wechselwirkung
elektrischer Massenpunkte, ausgehend von dem Gesetze Newtons fu¨r die
Gravitationskraft und dem Coulombs fu¨r statische Elektrizita¨t, die Inten-
sita¨t der Kraft, welche sich durch den Raum mit unendlicher Geschwindigkeit
ausbreiten sollte, dem Quadrate des Abstandes der auf einander wirkenden
elektrischen Quanta umgekehrt, dem Produkte der beiden Quanta aber di-
rekt proportional setzte, und zwar mit abstoßender Wirkung zwischen gleich-
namigen, mit anziehender zwischen ungleichnamigen Mengen, die Annahme
Coulombs jedoch dadurch erga¨nzte, dass er außer den Absta¨nden der wir-
kenden Teile auch die Geschwindigkeit und die Beschleunigung, mit der sich
die beiden elektrischen Quanta einander na¨herten oder von einander ent-
fernten, in das Gesetz mit aufnahm. Diese Annahme von Kra¨ften, die nicht
bloß von der Lage, sondern auch von der Bewegung der wirkenden Punkte
abha¨ngig sind, schien nun freilich den Ansichten von Helmholtz zu wider-
streiten, der schon viel fru¨her in seinen Untersuchungen u¨ber die Erhaltung
der Kraft zu dem Satze gelangt war, dass Kra¨fte, die von den Entfernun-
gen und den Geschwindigkeiten abha¨ngen, das allgemeine Naturgesetz von
der Erhaltung der Energie, welches sich auch in den elektrodynamischen Er-
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scheinungen durchaus besta¨tigte, im Allgemeinen verletzen; aber er hatte den
komplizierteren Fall desWeberschen Gesetzes, wo die Kra¨fte auch noch von
den Beschleunigungen abha¨ngen, damals nicht beru¨cksichtigt, und es ließ sich
in der Tat zeigen, dass das Webersche Gesetz keinen Kreisprozess zula¨sst,
der Arbeit aus Nichts erzeugt. Neben dieser Weberschen Hypothese von
der Wirkung zwischen elektrischen Massenpunkten stand unter andern die
a¨ltere von F. E. Neumann, welche nicht die Wirkung von Massenpunkt auf
Massenpunkt, sondern von einem linearen Stromelement auf ein anderes gibt,
und welche Helmholtz fu¨r einen der glu¨cklichsten und fruchtbarsten Ge-
danken ha¨lt, welche die neuere mathematische Physik aufzuweisen hat; das
aus der Weberschen Hypothese abgeleitete Gesetz fu¨r die Wirkung zwei-
er linearer Stromelemente unterschied sich jedoch von dem Neumannschen
Potentialgesetz, und Helmholtz sah sich in seinen Untersuchungen vor die
Frage gestellt, ob die Webersche Hypothese in der Tat der Wirklichkeit
entspreche, und wie sich das Neumannsche undWebersche Gesetz zu dem
nachher zu erwa¨hnenden Maxwellschen Gesetze verhalte.
Indem er nun erkennt, dass sich alle die verschiedenen Formen dieser Ge-
setze auf eine gemeinsame Form zuru¨ckfu¨hren lassen, aus welcher sie nur
durch die verschiedenen Werte einer darin enthaltenen Konstanten hervor-
gehen, und dass alle Erscheinungen, die vollkommen geschlossene Stro¨me
bei ihrer Zirkulation durch in sich zuru¨cklaufende metallische Leitungskrei-
se hervorrufen, sich aus den verschiedenen Hypothesen gleich gut ableiten
lassen, wa¨hrend dieselben in unvollsta¨ndig geschlossenen leitenden Kreisen
zu wesentlich verschiedenen Folgerungen fu¨hren, entwickelt er zum Zwecke
der Entscheidung mit Hilfe des von ihm verallgemeinerten Induktionsgesetzes
die Bewegungsgleichungen der Elektrizita¨t in einem ko¨rperlich ausgedehnten
Leiter. Er findet, dass dieselben fu¨r einen negativen Wert der unbestimmt
gebliebenen Konstanten, wie ihn die Webersche Annahme erfordert, ei-
nem labilen Gleichgewichtszustande der Elektrizita¨t entsprechen, und danach
Stro¨mungen sich entwickeln ko¨nnten, die zu unendlichen Stromsta¨rken und
unendlichen elektrischen Dichtigkeiten fu¨hren, wa¨hrend die Annahme des
Wertes Null von Maxwell oder eines positiven Wertes von Neumann fu¨r
jene Konstante auf diese Schwierigkeit nicht stoßen wu¨rde. Aber diese Ent-
wicklungen erlitten vielfache Angriffe, und es suchten die Gegner theoretisch
und durch Versuche nachzuweisen, dass das von E. Neumann aufgestellte
und von Helmholtz in erweiterter Anwendung durchgefu¨hrte Grundgesetz
der elektrodynamischen Erscheinungen mit den experimentellen Erfahrungen
unvereinbar sei. In der Tat besteht eine Differenz zwischen dem von E. Neu-
mann fu¨r geschlossene Stro¨me aufgestellten Potentialgesetze, wenn dasselbe
auf ungeschlossene Stro¨me angewandt wird, und der Form des Induktionsge-
setzes, welches er selbst schon fru¨her abgeleitet hatte, da das Potentialgesetz
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elektrodynamische Wirkungen nur der in den Leitern fortstro¨menden Elek-
trizita¨t und deren Fernewirkungen, nicht aber der mittels der Fortbewegung
elektrisch geladener Ko¨rper fortgefu¨hrten Elektrizita¨t zuschreibt, wa¨hrend
die Versuche zeigten, dass diese Annahme mit den Tatsachen in Widerspruch
steht.
Mit wunderbarem Scharfsinn hatte Helmholtz von vornherein erkannt,
dass die Entscheidung aller dieser Fragen nur durch die freilich sehr schwie-
rige experimentelle Untersuchung der ungeschlossenen Stro¨me getroffen wer-
den ko¨nne, wenn er auch anfangs nicht vermuten konnte, dass diese Frage
ihre Lo¨sung darin finden wu¨rde, dass es u¨berhaupt keine ungeschlossenen
Stro¨me gibt, indem auch in dem Isolator, welcher die Leitung des Stromes
unterbricht, A¨nderungen in der Verteilung der Elektrizita¨t vor sich gehen,
wodurch scheinbar ungeschlossene Bewegungen der Elektrizita¨t zu geschlos-
senen werden.
Faraday, der die Hypothese von der Existenz der Fernkra¨fte nicht gelten
lassen wollte, weil es ihm undenkbar schien, dass eine unmittelbare Wirkung
zwischen zwei getrennten Ko¨rpern bestehen sollte, ohne dass in den zwischen-
liegenden Medien eine Vera¨nderung vor sich gehe, suchte zuerst eine solche
in Medien aufzufinden, welche zwischen elektrischen oder zwischen magne-
tischen Ko¨rpern lagen, und es gelang ihm in der Tat, in fast allen Ko¨rpern
Magnetismus oder Diamagnetismus, sowie in gut isolierenden Ko¨rpern unter
der Einwirkung elektrischer Kra¨fte eine Vera¨nderung nachzuweisen, welche
er als dielektrische Polarisation der Isolatoren bezeichnete. Wenn man nun
mit Faraday und Maxwell, welcher diese Hypothesen mathematisch ge-
formt hat, annimmt, dass auch in den Isolatoren elektrische Bewegungen
mit elektrodynamischer Wirksamkeit eintreten ko¨nnen, wodurch dieselben
dielektrisch polarisiert werden, so ergibt sich die vollsta¨ndige Theorie aus
einer Modifikation des Potentialgesetzes.
Teils vor, teils zwischen diese fu¨r die Theorie der Elektrodynamik so
wichtigen Arbeiten fallen seine Untersuchungen u¨ber die Gesetze der Ver-
teilung der elektrischen Stro¨me in ko¨rperlichen Leitern und u¨ber elektrische
Grenzschichten. In diesen wird das bekannte Theorem von der Belegung ei-
ner Oberfla¨che mit Elektrizita¨t fu¨r elektromotorische Kra¨fte dahin erweitert,
dass stets eine bestimmte Verteilung elektromotorischer Kra¨fte auf der Ober-
fla¨che eines Leiters sich angeben la¨sst, welche in allen andern angelegten Lei-
tern genau dieselben abgeleiteten Stro¨me hervorbringen wu¨rde, wie die im
Innern des Leiters beliebig verteilten elektromotorischen Kra¨fte, und ferner
wird nachgewiesen, dass die bisherige Annahme, dass Elektrizita¨t, wenn sie
sich in einem o¨der mehreren Ko¨rpern in’s Gleichgewicht setzt, das Innere der
Ko¨rper ga¨nzlich verla¨sst und nur auf der Oberfla¨che derselben eine unendlich
du¨nne Schicht bildet, nur so lange statthaft ist, als wir es mit einer einfachen,
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elektrischen Grenzschicht eines Leiters, der ohne Sprung im Werte der Poten-
tialfunktion die benachbarten Leiter oder Isolatoren beru¨hrt, zu tun haben;
in denjenigen Fa¨llen dagegen, wo ein Sprung im Werte der Potentialfunktion
an der Grenze zweier verschiedener Ko¨rper eintritt, also wenn zwei Leiter
unter dem Einflu¨sse einer zwischen ihnen wirkenden galvanischen Kraft sich
beru¨hren, wird la¨ngs der Grenzfla¨che eine elektrische Doppelschicht sich aus-
bilden, deren Bedeutung fu¨r die Erscheinungen, die beim Fließen benetzender
Flu¨ssigkeiten la¨ngs einer festen Wand eintreten, dargelegt wird.
Inzwischen waren aber die Anschauungen Maxwells, der, wie schon
erwa¨hnt, an Faraday anknu¨pfend die Fernewirkung durch die Wirkung ei-
nes Zwischenmediums ersetzte, von entscheidendem Einfluss auf die Arbeiten
von Helmholtz geworden, der in einer 1881 vero¨ffentlichten Untersuchung:
”
U¨ber die auf das Innere magnetisch oder dielektrisch polarisierter Ko¨rper
wirkenden Kra¨fte“ [161] nachweist, dass es ohne alle Zuziehung von Hypo-
thesen u¨ber die innere Konstitution elektrisch oder magnetisch polarisierter
Ko¨rper mo¨glich ist, die ponderomotorischen Kra¨fte zu finden, welche auf die
inneren Teile solcher Ko¨rper einwirken. Die analytische Behandlung fu¨hrt ihn
zu Ausdru¨cken, aus denen die Fernkra¨fte ganz verschwinden und ersetzt sind
durch die Reaktionen des polarisierten Mediums; er gelangt somit zu den
Anschauungen von Faraday undMaxwell, die auch in dem von pondera-
bler Substanz leeren Ra¨ume den A¨ther als Tra¨ger der Spannungen betrachten
und in den in Leitern stattfindenden elektrischen Bewegungen nichts anderes
sehen als ein Entstehen und Vergehen der Polarisationen in den Isolatoren.
Und noch enger schließt sich Helmholtz diesen Anschauungen in der im
Jahre 1882 erschienenen Arbeit
”
U¨ber absolute Maßsysteme fu¨r elektrische
und magnetische Gro¨ßen“ [169] an, in welcher er ausdru¨cklich der Theorie
von Faraday-Maxwell den Vorzug gibt vor allen andern elektrodynami-
schen Theorien, welche direkte Fernewirkung annehmen, deren Gro¨ße und
Richtung von den absoluten oder relativen Bewegungen je zweier elektrischer
Quanta abha¨ngen, da sie weder das Prinzip der Endlichkeit und Konstanz
der Energie, noch das der Gleichheit der Action und Reaktion verletze, und
zuna¨chst, um der Theorie nur die konservativen Vorga¨nge zu Grunde zu le-
gen, diejenigen Prozesse ausschließe, bei denen nach Art der Reibung Wa¨rme
erzeugt und elektrische oder magnetische Energie verloren wird.
Diese Arbeit, in der er durch die von Faraday gefundenen Tatsachen zu
der Frage angeregt wurde, ob Fernewirkungen u¨berhaupt existieren und in
Betracht gezogen werden mu¨ssten, weist schon auf die vo¨llig neue Gedanken-
reihe hin, welche in ihm seine bald folgenden, fu¨r die Prinzipien der Mechanik
so hochbedeutsamen Entdeckungen vorbereitete. Aber es war zuna¨chst eine
weitere Durchforschung der verschiedensten Gebiete erforderlich, um daraus
eine Behandlung der Prinzipien der Mechanik hervorgehen zu lassen, welche
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die Gesetze fu¨r alle Erscheinungen der Natur in sich schließe, und deshalb
wendet sich Helmholtz im Jahre 1882 in seinen Abhandlungen
”
U¨ber die
Thermodynamik chemischer Vorga¨nge“ [167, 168] der theoretischen Chemie
zu, indem er die Grundlehren der mechanischen Wa¨rmetheorie auf die che-
mischen Vorga¨nge anwendet, und schon deutlich die verallgemeinerte Auf-
fassung der Prinzipien der Mechanik erkennen la¨sst, die hier freilich noch
vollsta¨ndig in physikalische Form gekleidet ist.
Da der Verlust von mechanischer Energie durch Reibung Wa¨rme ent-
stehen la¨sst, und der Gewinn von mechanischer Energie einen Verlust von
Wa¨rme bedingt, da ferner die Menge der verlorenen und gewonnenen Ener-
gie proportional ist der Menge der gewonnenen und verlorenen Wa¨rme, so
durfte man die Wa¨rme als eine Form der Energie betrachten und gelangte zu
der Annahme, dass jedes Partikel eines warmen Ko¨rpers sich fortwa¨hrend mit
besta¨ndig variierender Bewegungsrichtung so schnell bewegt, dass dasselbe
eine geringe oder gar keine Vera¨nderung seines Ortes im Ko¨rper erfa¨hrt. Ist
dies aber der Fall, so muss ein Teil der Energie eines warmen Ko¨rpers die
Form der kinetischen Energie haben, und es wird somit die Energie, da jede
Art derselben in Wa¨rme verwandelt werden kann, in der Form von Wa¨rme
gemessen werden ko¨nnen. Aber das Prinzip von der Erhaltung der Energie
gibt keinen Aufschluss daru¨ber, ob Arbeit unbegrenzt in Energie der Wa¨rme
und letztere unbegrenzt in Arbeit verwandelbar ist, und wie es sich damit
bei all’ den andern Naturkra¨ften verha¨lt, und auf diese in praktischer und
theoretischer Beziehung so wichtige Bestimmung richtete nun Helmholtz
zuna¨chst seine Aufmerksamkeit, indem er untersuchte, ein wie großer Teil
der Wa¨rme, die in einem galvanischen Elemente bei chemischen Prozessen
entwickelt wird, sich als Stromesarbeit wiederfindet, und die Energieformen
in verschiedene Rangstufen ordnete, je nachdem sie mehr oder weniger voll-
kommen in mechanische Arbeit verwandelbar sind. Die bisherigen Untersu-
chungen u¨ber die Arbeitswerte chemischer Vorga¨nge bezogen sich fast aus-
schließlich auf die bei Herstellung und Lo¨sung einer Verbindung auftretenden
oder verschwindenden Wa¨rmemengen, wa¨hrend doch mit den meisten che-
mischen Vera¨nderungen auch A¨nderungen des Aggregatszustandes und der
Dichtigkeit der Ko¨rper verbunden sind, und diese letzteren Arbeit in Form
von Wa¨rme und anderer, unbeschra¨nkt verwandelbarer Arbeit erzeugen oder
verbrauchen. Da nun bei den meisten chemischen Vorga¨ngen die Vera¨nderun-
gen des Schmelzens, Verdampfens u. s. w. auch Wa¨rme aus der Umgebung
herbeiziehen, so wird man auch bei diesen nach der Entstehung dieser zwei
Formen von Arbeitsa¨quivalenten fragen mu¨ssen, und wenn man weiter be-
denkt, dass die chemischen Kra¨fte nicht bloß Wa¨rme, sondern auch andere
Formen der Energie hervorbringen ko¨nnen, ohne dass irgend eine der Gro¨ße
der Leistung entsprechende A¨nderung der Temperatur in den zusammenwir-
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kenden Ko¨rpern einzutreten braucht, so scheint es notwendig, dass auch bei
den chemischen Vorga¨ngen eine Scheidung eintreten muss zwischen dem Teile
ihrer Verwandtschaftskra¨fte, welcher in andere Arbeitsformen frei verwandelt
werden kann, und dem nur als Wa¨rme erzeugbaren Teile. Diese beiden Tei-
le der innern Energie bezeichnet nun Helmholtz als freie und gebundene
Energie und findet, dass die aus dem Ruhezustande und bei konstant ge-
haltener gleichma¨ßiger Temperatur des Systems von selbst eintretenden und
ohne Hilfe einer a¨ußern Arbeitskraft fortgehenden chemischen Prozesse nur
in solcher Richtung vor sich gehen ko¨nnen, dass die freie Energie abnimmt,
dass somit unter Voraussetzung unbeschra¨nkter Gu¨ltigkeit der Sa¨tze der me-
chanischen Wa¨rmetheorie die Werte der freien Energie daru¨ber entscheiden,
in welchem Sinne die chemische Verwandtschaft ta¨tig werden kann, wobei
die Berechnung derselben sich der Regel nach nur bei solchen Vera¨nderun-
gen ausfu¨hren la¨sst, die im Sinne der Thermodynamik vollkommen reversibel
sind. Er war durch die Fragen, ob und wann die latente Wa¨rme der bei der
Wasserzersetzung sich entwickelnden Gase auf die elektromotorische Kraft
von Ketten Einfluss habe, zu dem Begriffe der freien chemischen Energie
gefu¨hrt worden, bedurfte jedoch, um diesen Begriff verwerten zu ko¨nnen,
zuna¨chst einer analytischen Umgestaltung der Prinzipien der Thermodyna-
mik. In den bisherigen Anwendungen des Begriffes der potentiellen Energie
waren A¨nderungen der Temperatur der Regel nach nicht beru¨cksichtigt, weil
entweder die Kra¨fte, deren Arbeitswert man berechnete, u¨berhaupt nicht von
der Temperatur abha¨ngen, wie z. B. die Gravitation, oder weil die Tempe-
ratur wa¨hrend der untersuchten Vorga¨nge als konstant, oder als Funktion
bestimmter mechanischer A¨nderungen, wie z. B. bei der Schallbewegung als
Funktion der Dichtigkeit des Gases angesehen werden konnte. Wenn nun aber
auch z. B. in letzterem Falle die Dichtigkeit eine Funktion der Temperatur
ist, so blieb doch die im Werte jedes Potentials vorkommende willku¨rliche
Konstante fu¨r jede neue Temperatur zu bestimmen, und man konnte die
U¨berga¨nge von der einen zur a¨ndern Temperatur nicht machen.
Helmholtz zeigt nun, dass die thermodynamischen Gleichungen zu ihrer
Darstellung nur die Differentialquotienten des als Funktion der Temperatur
vollsta¨ndig bestimmten sogenannten Ergals erfordern, welches bei allen in
konstant bleibender Temperatur vorgehenden U¨berga¨ngen den Wert der po-
tentiellen Energie darstellt, und das er als die freie Energie bezeichnet, so
dass, wenn die Differenz der gesamten inneren Energie und des Ergals die ge-
bundene Energie genannt wird, die letztere durch die Temperatur dividiert
die fru¨her eingefu¨hrte Entropie liefert. Um ferner das, was die theoretische
Mechanik bisher als lebendige Kraft oder aktuelle Energie bezeichnet hat,
deutlich zu unterscheiden von den Arbeitsa¨quivalenten der Wa¨rme, die auch
gro¨ßtenteils als lebendige Kraft unsichtbarer Molekularbewegungen aufzu-
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fassen sind, nennt er erstere lebendige Kraft geordneter Bewegung, wobei
geordnete Bewegung — und diese Unterscheidungen sind fu¨r die spa¨teren
Arbeiten von Helmholtz von fundamentaler Bedeutung — eine solche ist,
bei welcher die Geschwindigkeitskomponenten der bewegten Massen als dif-
ferenzierbare Funktionen der Raumkoordinaten angesehen werden ko¨nnen,
ungeordnete Bewegung dagegen eine solche, bei welcher die Bewegung jedes
einzelnen Teilchens, wie bei der Wa¨rmebewegung, keinerlei A¨hnlichkeit mit
der seiner Nachbarn zu haben braucht, die also auch vermo¨ge der verha¨lt-
nisma¨ßig groben Hilfsmittel, u¨ber die wir verfu¨gen ko¨nnen, nicht in andere
Arbeitsformen frei verwandelbar ist, so dass Helmholtz in diesem Sinne die
Gro¨ße der Entropie als das Maß der Unordnung bezeichnen darf. Wird ei-
ne Zustandsa¨nderung bei konstant bleibender Entropie als eine adiabatische
definiert, so ergibt sich die Entropie als Wa¨rmekapazita¨t fu¨r die auf Kosten
der freien Energie bei adiabatischem U¨bergange erzeugte Wa¨rme; bei allen
Zustandsa¨nderungen, bei denen die Temperatur konstant ist, wird Arbeit nur
auf Kosten der freien Energie geleistet, die gebundene a¨ndert sich dabei auf
Kosten der ein- und austretenden Wa¨rme. Aus der Zusammenfassung dieser
Resultate geht hervor, dass alle a¨ußere Arbeit auf Kosten der freien Energie
geliefert wird, alle Wa¨rmeabgabe auf Kosten der gebundenen, und endlich
bei jeder Temperatursteigerung im System freie Energie in dem angegebenen
Betrage in gebundene u¨bergeht, und hieraus leitet Helmholtz Resultate
u¨ber das Abgeben und Binden von Wa¨rme bei der Bildung und Zerlegung
chemischer Verbindungen ab, die durch die Beobachtungen an galvanischen
Elementen besta¨tigt werden.
In den letzten zehn Jahren seines Lebens von 1884–94 wendet sich nun
Helmholtz zu seinen großen Arbeiten u¨ber die Prinzipien der Mechanik, in
denen er all’ die theoretischen Folgerungen verwertet, die er auf dem langen
und beschwerlichen Wege des Forschens auf sa¨mtlichen Gebieten der Physik
und Physiologie gesammelt.
Die allgemeinen Prinzipien der Mechanik, das d’Alembertsche Prinzip,
das Gesetz von der Bewegung des Schwerpunktes, der Fla¨chensatz, das Prin-
zip von der Erhaltung der lebendigen Kraft und das Prinzip von der kleinsten
Aktion wurden alle unter der Voraussetzung Newtonscher Kra¨fte und fester
Verbindungen bewiesen. Man hat aber spa¨ter durch Beobachtung gefunden,
dass die so hergeleiteten Sa¨tze eine viel allgemeinere Geltung in der Natur in
Anspruch nehmen durften, als aus ihrem Beweise folgte, und danach vermu-
tet, dass gewisse allgemeine Eigenschaften der Newtonschen konservativen
Anziehungskra¨fte allen Naturkra¨ften zukommen, wa¨hrend man andererseits
zweifelhaft wurde, ob z. B. die Anwendung des Prinzips der gleichen Wirkung
und Gegenwirkung allgemein berechtigt sei, und war durch derartige U¨ber-
legungen, wie schon fru¨her angedeutet, zu der Hypothese gefu¨hrt worden,
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die Fernewirkung in kontinuierlich in einem unsichtbaren Medium verteilte
dynamische Einwirkungen aufzulo¨sen und so eine Analogie herzustellen mit
der Wirkungsweise einer Feder oder eines Seiles beim U¨bertragen von Kraft.
Da es aber die Aufgabe der Physik ist, die Erscheinungen der Natur auf die
einfachen Gesetze der Mechanik zuru¨ckzufu¨hren, so entstand zuna¨chst die
wichtige Frage, wie baut sich die Mechanik selbst in der einfachsten Weise
auf, und welches sind, wie Hertz es ausdru¨ckt, die letzten und einfach-
sten Gesetze derselben, denen jede natu¨rliche Bewegung gehorcht, die keine
Bewegung zulassen, deren Vorkommen in der Natur schon nach dem Stand-
punkte unserer heutigen Erfahrung ausgeschlossen ist, und aus denen sich,
als den eigentlichen Prinzipien der Mechanik, ohne weitere Berufung auf die
Erfahrung die gesamte Mechanik rein deductiv entwickeln la¨sst. Bis zu den
bahnbrechenden Untersuchungen von Helmholtz u¨ber die Erhaltung der
Energie hatte sich die Mechanik, wie schon oben hervorgehoben wurde, auf
Grund der Galileischen Vorstellung von der Tra¨gheit der Massen und der
drei Newtonschen Gesetze von der Bewegung entwickelt, aber man wurde
sich, wenn man das gesamte Geba¨ude der Mechanik auf dieser Grundlage
systematisch und streng aufzufu¨hren versuchte, der Unklarheiten in der De-
finition der mechanischen Begriffe, des Mangels an Strenge in den Beweisen
fu¨r die elementaren Sa¨tze der Statik, fu¨r den Satz von dem Parallelogramm
der Kra¨fte, den Satz der virtuellen Geschwindigkeiten u. s. w. sehr bald be-
wusst, ganz abgesehen davon, dass die Fernkra¨fte, die molekularen Kra¨fte,
die chemischen, elektrischen und magnetischen Kra¨fte sich der unmittelbaren
Erfahrung u¨berhaupt entzogen.
Die Auffindung des Prinzips von der Erhaltung der Energie ermo¨glich-
te einen einheitlichen Aufbau der theoretischen Mechanik; der Begriff der
Kraft ru¨ckte in den Hintergrund, Masse und Energie traten als gegebene
unzersto¨rbare physikalische Gro¨ßen auf; die vorhandene Energie ergab sich
aus zwei Teilen zusammengesetzt, von denen der eine, die kinetische Energie,
durch eine in allen Fa¨llen gleiche Abha¨ngigkeit von den Geschwindigkeiten
der bewegten Massen gegeben, der andere, die potentielle Energie, durch die
gegenseitige Lage der Massen bestimmt, aber in jedem Falle erst aus deren
besonderer Natur zu ermitteln ist; die Diskussion der verschiedenen Formen
der Energie sowie der Bedingungen ihrer U¨berfu¨hrung von einer Form in die
andere bildete den Inhalt der gesamten Physik und Chemie. Um nun den
Verlauf der Erscheinungen als Funktion der Zeit festzustellen, legt Helm-
holtz nicht, wie es meist bisher geschehen, die Bewegungsgleichungen zu
Grunde, um daraus die allgemeinen Prinzipien der Mechanik abzuleiten, weil
zu diesem Zwecke gewisse Voraussetzungen u¨ber die wirkenden Kra¨fte und
u¨ber die beschra¨nkenden Bedingungen des Problems zu machen sind, deren
Existenz große und umfassende Kategorien der durch die Prinzipien darge-
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stellten Bewegungen ausschließen wu¨rde, sondern er geht von einem dieser
Prinzipien selbst aus, welches eine ganze Reihe von Beziehungen zwischen
jeder Art von mo¨glichen Kra¨ften herzuleiten gestattet, welche unter den obi-
gen Bedingungen fehlten und doch in der Natur sich finden, na¨mlich von dem
Prinzip der kleinsten Wirkung.
Dieser Gegenstand bildet den Inhalt der Arbeiten, welche Helmholtz
unter dem Titel
”
U¨ber die physikalische Bedeutung des Prinzips der klein-
sten Wirkung“ [184] und
”
Zur Geschichte des Prinzips der kleinsten Akti-
on“ [187] in den Jahren 1886 und 1887 vero¨ffentlicht hat, und welche nach
der Ansicht von Hertz zur Zeit den a¨ußersten Fortschritt der Physik be-
zeichnen. Definiert man nach Leibnitz als quantitatives Maß der aus dem
Beharrungsvermo¨gen der bewegten Masse folgenden Aktion das Produkt aus
der Masse, der Wegla¨nge und der Geschwindigkeit oder das Produkt aus der
lebendigen Kraft und der Zeit, so verlangt das Prinzip der kleinsten Aktion,
dass der Gesamtbetrag der Aktion ein Grenzwert sei fu¨r den U¨bergang aus
einer gegebenen Anfangslage in eine gegebene Endlage, wobei die Variation
dadurch bewirkt wird, dass man die Koordinaten der einzelnen wa¨hrend des
U¨berganges eintretenden Lagen des Ko¨rpersystems, gleichzeitig aber auch
die Zeit variiert, und zwar so, dass der vorhandene Betrag der Energie des
Systems nicht gea¨ndert wird. Dieser letzteren Forderung kann aber entwe-
der dadurch genu¨gt werden, dass man verlangt, dass nur der zur Zeit in
der unvariierten Bewegung bestehende Betrag der Energie nicht gea¨ndert
werde, ohne die Gro¨ße dieses Betrages vorzuschreiben, welcher sich mo¨gli-
cherweise im Laufe der normalen Bewegung anderweitig a¨ndern ko¨nnte —
und so haben Lagrange und Hamilton das Problem behandelt — oder
es wird, wie es Jacobi unter der Voraussetzung, dass die potentielle Energie
von der Zeit unabha¨ngig ist, getan, verlangt, dass der Betrag der Energie
einen vorgeschriebenen Wert behalte, in welchem Falle man diese Beziehung
benutzen kann, um das Inkrement der Zeit aus der Aktion zu eliminieren.
Physikalisch ist Jacobis einschra¨nkende Bedingung fu¨r ein vollsta¨ndig be-
kanntes und in sich abgeschlossenes Ko¨rpersystem stets als gu¨ltig anzuse-
hen, wa¨hrend die Lagrange-Hamiltonsche Form die Bewegungsgleichun-
gen auch fu¨r unvollsta¨ndig abgeschlossene Systeme durchzufu¨hren gestattet,
auf welche vera¨nderliche a¨ußere Einflu¨sse wirken, die von einer Ru¨ckwirkung
des bewegten Systems unabha¨ngig angesehen werden.
Hamilton hat nun mit Beibehaltung der Lagrangeschen Bedingun-
gen dem Prinzip der kleinsten Aktion noch eine andere Form gegeben, die
man das Hamiltonsche Prinzip nennt; wird na¨mlich die Hamiltonsche
Prinzipalfunktion definiert als Differenz der potentiellen Energie und der
lebendigen Kraft des Systems, so sagt das Hamiltonsche Prinzip aus, dass
der fu¨r gleiche Zeitelemente berechnete negative Mittelwert der Prinzipal-
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funktion bei der normalen Bewegung zwischen den Endlagen ein Grenzwert
wird.
Zuna¨chst haben aber Lagrange, Hamilton und Jacobi das vonMau-
pertuis (1744) aufgestellte, aber in keiner Weise begru¨ndete Prinzip nur
unter der physikalischen Voraussetzung der Newtonschen Gesetze bewie-
sen und daraus die Bewegung der Punkte eines materiellen Systems her-
geleitet, fu¨r welches nur feste Verbindungen derselben unter einander als
beschra¨nkende Bedingungen auftraten, und zwar unter der ausdru¨cklichen
Annahme der Gu¨ltigkeit des Satzes von der Konstanz der Energie. Nachdem
aber Helmholtz gefunden, dass das Gesetz von der Konstanz der Energie
allgemein gu¨ltig ist, war diese letztere Voraussetzung keine Beschra¨nkung
mehr, wenn man nur fu¨r den untersuchten Vorgang alle Formen kennt, in
denen A¨quivalente von Energie auftreten, und es blieb also nur noch die
Frage zu entscheiden, ob auch andere physikalische Vorga¨nge, welche nicht
einfach auf Bewegungen wa¨gbarer Massen und auf Newtons Bewegungsge-
setze zuru¨ckzufu¨hren sind, in denen sich aber doch Energiequanta beta¨tigen,
auch unter das Prinzip der kleinsten Wirkung begriffen werden du¨rfen. Wie
man fru¨her schon die Kra¨fte der Wa¨rme auf die verborgenen Bewegungen
greifbarer Massen zuru¨ckgefu¨hrt hatte, und wieMaxwell in den elektrody-
namischen Kra¨ften die Wirkung der Bewegung verborgener Massen erkannte,
so wollte Helmholtz nun allgemein Bewegung und Energie solch’ verbor-
gener Massen in die Behandlung physikalischer Probleme einfu¨hren, da er in
dem hinter den Dingen liegenden Unsichtbaren nichts anderes als Bewegung
und Masse sah, welche nur fu¨r unsere Sinne nicht nachweisbar sind. Und so
wa¨hlte er zur Darstellung der gesamten Bewegung das Hamiltonsche Prin-
zip, welches zula¨sst, dass auf das mechanische System, dessen innere Kra¨fte
als von der Zeit unabha¨ngige Differentialquotienten von Kra¨ftefunktionen
der sichtbaren Koordinaten des Systems darstellbar sind, noch a¨ußere von
der Zeit abha¨ngige Kra¨fte wirken, deren Arbeit besonders berechnet wird,
welche also nicht zu den konservativen Bewegungskra¨ften geho¨ren, sondern
durch andere physikalische Prozesse bedingt sind.
Da, wie schon Lagrange gezeigt, die nach außen gewendeten Kra¨fte
des bewegten Systems sich durch die Prinzipalfunktion ausdru¨cken lassen,
nennt Helmholtz dieselbe das kinetische Potential, und la¨sst somit das
Prinzip der kleinsten Wirkung die fu¨r den Verlauf einer jeden physikalischen
Erscheinung allgemein gu¨ltige Eigenschaft aussagen, dass der fu¨r gleiche Zeit-
elemente berechnete negative Mittelwert des kinetischen Potentials auf dem
Wege der wirklichen Bewegung des Systems ein Minimum oder fu¨r la¨ngere
Strecken jedenfalls ein Grenzwert ist im Vergleich mit allen andern benach-
barten Wegen, die in gleicher Zeit aus der Anfangslage in die Endlage fu¨hren.
Das kinetische Potential geht fu¨r die Ruhe in den Wert der potentiellen Ener-
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gie u¨ber, und das Hamiltonsche Prinzip la¨sst dann fu¨r das Gleichgewicht
ein Minimum der potentiellen Energie erkennen. Es war schon fu¨r Systeme
wa¨gbarer Massen bekannt, dass, wenn einzelne der Koordinaten nur in ihrem
Differentialquotienten in den Wert der Prinzipalfunktion eintreten, und die
entsprechenden Kra¨fte gleich Null sind, der Lagrangesche Ausdruck fu¨r
die an den a¨ndern Koordinaten wirkenden Kra¨fte sich analytisch, genau wie
im allgemeinen Falle, als dieselbe Funktion einer transformierten Prinzipal-
funktion darstellt, welche nicht mehr wie fru¨her die Ableitungen der Koor-
dinaten nur in der zweiten, sondern auch in der ersten Dimension entha¨lt,
so dass also auch Formen des kinetischen Potentials eintreten ko¨nnen, in
denen die Trennung der beiden Formen der Energie nicht zu erkennen ist,
vielmehr das kinetische Potential irgend welche Funktion der allgemeinen
Koordinaten und der entsprechenden Geschwindigkeiten sein kann. Dadurch
wurde Helmholtz zu der Frage gefu¨hrt, welche Form die Prinzipalfunktion
annehmen darf, damit der Lagrangesche Ausdruck fu¨r die a¨ußeren Kra¨fte
unvera¨ndert bleibt, und er fand zuna¨chst, dass dieser Forderung genu¨gt wird,
wenn dieselbe um eine Summe von Produkten der Koordinaten und der in
der Richtung dieser Koordinaten wirkenden als Funktion der Zeit gegebenen
a¨ußeren Kra¨fte vermehrt da der in dieser Form erweiterte Minimalsatz bei
der Variation wiederum den Lagrangeschen Ausdruck fu¨r die Kra¨fte liefert.
Die Wichtigkeit der von Lagrange gegebenen Form der Bewegungs-
gleichungen, auch auf Fa¨lle anwendbar zu sein, wo neben der potentiellen
und aktuellen Energie wa¨gbarer Massen namentlich auch die thermischen,
elektrodynamischen und elektromagnetischen Arbeitsa¨quivalente in Betracht
kommen, hatte Helmholtz bereits dadurch erwiesen, dass er die Gesetze
der reversibeln Wa¨rmevorga¨nge in der Form von Lagranges Bewegungsglei-
chungen also auch des Minimalsatzes des kinetischen Potentials ausdru¨ckte,
welches aber die Temperatur als Maß der Intensita¨t der thermischen Bewe-
gungen nicht, wie die lebendige Kraft ponderabler Systeme die Geschwindig-
keiten, nur in quadratischer Form entha¨lt. Will man also die allgemeinen
Eigenschaften der Systeme, die durch das Prinzip der kleinsten Wirkun-
gen regiert werden, kennen lernen, so muss man die Annahme fallen las-
sen, wonach die Geschwindigkeiten nur in dem Werte der lebendigen Kraft
und zwar in Form einer homogenen Funktion zweiten Grades vorkommen,
und das Prinzip unter der Voraussetzung ero¨rtern, dass die Prinzipalfunkti-
on eine beliebige Funktion der Koordinaten und der Geschwindigkeiten ist.
Die wesentliche Veranlassung zu diesen allgemeinen Betrachtungen war fu¨r
Helmholtz die Untersuchung der Form des kinetischen Potentials gewesen,
welchesMaxwells Theorie der Elektrodynamik fordert, und in welchem die
Geschwindigkeiten der Elektrizita¨t in einer Funktion zweiten Grades auftra-
ten, deren Koeffizienten nicht Konstanten werden, wie es die Massen in dem
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Werte der lebendigen Kraft ponderabler Systeme sind, und außerdem lineare
Funktionen der Geschwindigkeiten hinzutreten, sobald permanente Magnete
in Wirkung kommen.
Da nun auch die Erscheinungen des Lichts sich im Wesentlichen durch
die Hypothese erkla¨ren lassen, dass der A¨ther ein Medium von a¨hnlichen
Eigenschaften ist wie die festelastischen wa¨gbaren Ko¨rper, und somit das
Prinzip der kleinsten Wirkung fu¨r die Lichtbewegung jedenfalls als gu¨ltig
angesehen werden muss, so betrachtet Helmholtz schon jetzt den Gu¨ltig-
keitsbereich des Prinzips der kleinsten Wirkung weit u¨ber die Grenze der
Mechanik wa¨gbarer Ko¨rper hinausgehend und ha¨lt es fu¨r ho¨chst wahrschein-
lich, dass es das allgemeine Gesetz aller reversibeln Naturprozesse sei, wobei
noch zu beachten, dass auch die Irreversibilita¨t nicht im Wesen der Sache
sondern nur auf der Beschra¨nktheit unserer Hilfsmittel beruhe, die es uns
nicht mo¨glich machen, ungeordnete Atombewegungen wieder zu ordnen, al-
so z. B. die Bewegung aller in Wa¨rmebewegung begriffenen Atome genau
ru¨ckwa¨rts gehen zu machen.
Die Allgemeingu¨ltigkeit des Prinzips der kleinsten Wirkung bildet aber
ein wesentliches Hilfsmittel, die Gesetze neuer Klassen von Erscheinungen
zu formulieren, indem es die sa¨mtlichen fu¨r diese Erscheinung wesentlichen
Bedingungen in einen einzigen mathematischen Ausdruck zusammenfasst;
alle die Fa¨lle physikalischer Vorga¨nge, in denen das kinetische Potential in
den Geschwindigkeiten lineare Glieder entha¨lt, nennt Helmholtz Fa¨lle mit
verborgener Bewegung. Zuna¨chst wird gezeigt, dass das Prinzip der klein-
sten Wirkung in der oben angegebenen allgemeinen Form das Prinzip von
der Konstanz der Energie stets einschließt, und der Wert der Energie aus
dem Werte des kinetischen Potentials berechnet; da jedoch nicht umgekehrt
in jedem Falle, wo die Konstanz der Energie gewahrt ist, auch das Prin-
zip der kleinsten Wirkung gilt, so wird das letztere mehr aussagen als das
erstere, und noch eine besondere Eigenschaft der vorhandenen Naturkra¨fte
ausdru¨cken, die nicht schon durch ihren Charakter als konservative Kra¨fte
gegeben ist. Die Herleitung des Wertes des kinetischen Potentials aus dem der
Energie bringt willku¨rliche Gro¨ßen hinein, welche homogene Funktionen er-
sten Grades der Geschwindigkeiten sind, und ist deshalb von Bedeutung, weil
es nunmehr mo¨glich sein wird, aus der vollsta¨ndigen Kenntnis der Abha¨ngig-
keit der Energie von den Koordinaten und Geschwindigkeiten das kinetische
Potential und somit die Bewegungsgesetze des Systems zu finden, vorausge-
setzt, dass das Prinzip der kleinsten Wirkung gu¨ltig ist, und es gelingt, die
nach den Geschwindigkeiten linearen Glieder, welche verborgenen Bewegun-
gen entsprechen, zu finden.
Nachdem Helmholtz einige allgemeine Wechselbeziehungen zwischen
den Kra¨ften, die das System gleichzeitig nach verschiedenen Richtungen hin
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ausu¨bt, seinen Beschleunigungen und Geschwindigkeiten entwickelt, die z.
B. das thermodynamische Gesetz ergeben, dass, wenn Steigerung der Tem-
peratur den Druck eines Ko¨rpersystems steigert, Kompression desselben die
Temperatur steigern wird, weist er wenigstens fu¨r eine beschra¨nkte Anzahl
von Koordinaten nach, dass auch umgekehrt das Prinzip der kleinsten Wir-
kung jedesmal gu¨ltig ist, wenn eben diese Wechselbeziehungen der Kra¨fte
bestehen. Endlich werden noch die totalen und partiellen Differentialglei-
chungen der Bewegung von Hamilton fu¨r die verallgemeinerte Form des
kinetischen Potentials, und daraus eine Reihe von Folgerungen fu¨r umkehr-
bare Bewegungen eines Systems, d. h. fu¨r solche Bewegungen hergeleitet, bei
denen die Reihe der Lagen, die es bei rechtla¨ufiger Bewegung durchgemacht
hat, auch ru¨ckwa¨rts durchlaufen werden kann ohne Eingriff anderer Kra¨fte
und mit denselben Zwischenzeiten fu¨r jedes Paar gleicher Lagen.
Es wird sogleich von den weiteren Anwendungen des verallgemeinerten
Helmholtzschen Prinzips der kleinsten Wirkung die Rede sein und soll nur
noch bemerkt werden, dass Hertz fu¨r dieses Prinzip ein anderes allgemein
gu¨ltiges Gesetz zu Grunde legen will, welches die Bewegung aller Systeme
unmittelbar beschreibt und welches aussagt, dass, wenn die Zusammenha¨nge
des Systems einen Augenblick gelo¨st werden ko¨nnten, sich seine Massen in
gradliniger und gleichfo¨rmiger Bewegung zerstreuen wu¨rden, dass aber, da
eine solche Auflo¨sung nicht mo¨glich ist, sie jener angestrebten Bewegung
wenigstens so nahe bleiben als mo¨glich.
Die Herleitung der Eigenschaften der Bewegungen aus dem Prinzip der
kleinsten Wirkung bot große mathematische und physikalische Schwierigkei-
ten und fu¨hrte ihn zu den in den
”
Studien zur Statik monozyklischer Systeme“
(1884) [176] und
”
Prinzipien der Statik monozyklischer Systeme“ (1884) [179]
niedergelegten Untersuchungen, die einen wesentlichen Fortschritt in der Be-
handlung mechanischer und physikalischer Probleme bilden, und unter den
Ha¨nden Boltzmanns bereits eine beherrschende Stellung in der theoreti-
schen Physik erlangt haben.
Wenn in einem Systeme von Ko¨rpern eine Bewegung stattfindet, so
vera¨ndert sich in der Regel die ra¨umliche Lage oder auch sonst der Zustand
dieser Ko¨rper; dass dies jedoch nicht notwendig ist, sieht man, wenn z. B.
Dra¨hte lange von einem vollkommen unvera¨nderlichen elektrischen Strome
durchflossen werden, es bleibt in diesem Falle die Lage, die Temperatur, der
magnetische Zustand in der Na¨he befindlicher Eisenmassen in jedem Punkte
des Raumes unvera¨ndert, und es muss also die Bewegung, die wir uns als Ur-
sache der beschriebenen Erscheinungen denken, eine vollkommen stationa¨re
sein dergestalt, dass jedesmal, sobald ein Teilchen seinen Ort verla¨sst, im-
mer nach verschwindend kurzer Zeit wieder ein genau gleich beschaffenes,
mit derselben Geschwindigkeit nach derselben Richtung bewegtes Teilchen
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an dessen Stelle tritt, so dass trotz der fortwa¨hrenden Bewegung an keinem
Punkte des Raumes eine Vera¨nderung wahrnehmbar ist. Helmholtz nennt
nun eine solche Bewegung, wie z.B. die Bewegung des rotierenden Kreisels
oder den Strom reibungsloser Flu¨ssigkeit in einem ringfo¨rmigen Kana¨le, ei-
ne zyklische, und wenn alle in einem Systeme von Ko¨rpern stattfindenden
Bewegungen zyklische sind, das System ein zyklisches; zyklische Bewegun-
gen werden ha¨ufig verborgene Bewegungen sein, da sie allein bestehend eine
A¨nderung im Anblick der Massenverteilung nicht hervorrufen, und umgekehrt
verborgene Bewegungen fast stets zyklische. Man nennt eine Koordinate eine
zyklische, wenn wa¨hrend der Vera¨nderung derselben sich der ganze Zustand
des Systems nicht a¨ndert, also auch die in demselben enthaltene lebendige
Kraft keine A¨nderung erleidet, und somit nicht eine Funktion der Koordina-
te, sondern im Allgemeinen des Differentialquotienten derselben ist, da die
lebendige Kraft um so gro¨ßer sein wird, je rascher die zyklische Bewegung
vor sich geht; außer durch die zyklischen Koordinaten mag der Zustand des
Systems noch durch andere bestimmt sein, welche Helmholtz die lang-
sam vera¨nderlichen Koordinaten oder die Parameter nennt, und die sich so
langsam vera¨ndern sollen, dass ihre Differentialquotienten nach der Zeit
vernachla¨ssigt werden ko¨nnen, die lebendige Kraft also zwar die Parameter,
aber nicht deren Differentialquotienten entha¨lt; wenn die Parameter fu¨r einen
la¨ngeren Zeitraum als konstant betrachtet werden, so wird wa¨hrend desselben
die Bewegung eine zyklische sein, und das System je nach der Anzahl der zy-
klischen Koordinaten ein monozyklisches etc., im Allgemeinen polyzyklisches
genannt.
Die Bedingung fu¨r das Auftreten eines zyklischen Systems kann mit je-
dem beliebigen Grade der Anna¨herung erfu¨llt sein, sobald das System u¨ber-
haupt zyklische Koordinaten besitzt, wenn die Teile der Energie, welche die
A¨nderungsgeschwindigkeiten der Parameter enthalten, verschwinden gegen
die Teile, welche von den zyklischen Intensita¨ten abha¨ngen, wenn also die
A¨nderungsgeschwindigkeiten der Parameter hinreichend klein oder die der
zyklischen Koordinaten hinreichend groß angenommen werden. Die Kra¨fte
eines zyklischen Systems nach seinen Parametern sind der Annahme eines
zyklischen Systems zufolge unabha¨ngig von den A¨nderungsgeschwindigkei-
ten dieser Parameter, wie sich unmittelbar aus dem Lagrangeschen Aus-
drucke durch die kinetische Energie ergibt, und ebenso folgt, dass, wenn auf
die zyklischen Koordinaten eines zyklischen Systems keine Kra¨fte wirken, die
sa¨mtlichen zyklischen, durch das Produkt aus Masse in Geschwindigkeit de-
finierten Momente des Systems in der Zeit konstant sind, in welchem Falle
die Bewegung eine adiabatische genannt wird. Die von Helmholtz charak-
terisierten Bewegungen sind somit ihrem Wesen nach dadurch definiert, dass
potentielle und aktuelle Energie des Systems unabha¨ngig sein sollen von ei-
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ner gewissen Anzahl von Koordinaten, welche zur vollsta¨ndigen Bestimmung
der Lage der Teile des Systems notwendig wa¨ren, aber nur mit ihrem Diffe-
rentialquotienten nach der Zeit in die Werte der Energie eintreten, was auch
bei nicht streng stationa¨ren Bewegungen der Fall sein wird, wenn wir A¨nde-
rungen im Zustande des Systems so langsam vor sich gehen lassen, dass das
System sich niemals merklich aus den Zusta¨nden entfernt, in denen es dau-
ernd beharren ko¨nnte. So ist die Wa¨rmebewegung nicht im strengen Sinne
monozyklisch, da jedes einzelne Atom wahrscheinlich fortdauernd in der Art
seiner Bewegung wechselt und erst dadurch, dass in einer ungeheuer großen
Anzahl von Atomen stets alle mo¨glichen Stadien der Bewegung repra¨sentiert
sind, der mechanische Charakter einer monozyklischen Bewegung eintritt.
Helmholtz wirft nun die Frage auf, unter welchen allgemeinsten Be-
dingungen die bekannten physikalischen Eigentu¨mlichkeiten der Wa¨rmebe-
wegung bei andern bekannten Klassen von Bewegungen vorkommen ko¨nnen,
und ob speziell eine Klasse mechanisch versta¨ndlicher Bewegungen angege-
ben werden kann, bei der a¨hnliche Beschra¨nkungen der Umwandlung von Ar-
beitsa¨quivalenten wie beim zweiten Hauptsatz der Wa¨rmelehre vorkommen.
Indem er die Definition eines monozyklischen Systems dahin erweitert, dass
in demselben entweder nur eine zyklische Koordinate vorkommt, oder wenn
deren mehrere, dann alle diese Funktionen einer andern Gro¨ße sind, hebt
er zuna¨chst den besonders wichtigen und interessanten Fall hervor, in wel-
chem zwischen zwei monozyklischen Systemen gewisse mechanische Verbin-
dungen zur Herstellung fester Verha¨ltnisse zwischen den Geschwindigkeiten
eingefu¨hrt werden, welche gar keinen Einfluss haben, so lange die Bewegung
schon an und fu¨r sich so vor sich geht, wie es ihnen entspricht, dass sie aber
beginnenden Abweichungen allemal solche Kra¨fte entgegenstellen, als no¨tig
sind, die Abweichungen zu verhindern. Helmholtz nennt das so entstehen-
de System, wie z. B. zwei Kreisel, deren Axen so verbunden sind, dass sie
zu gleicher Umlaufsgeschwindigkeit gezwungen werden, das gefesselte, den
Zustand die Koppelung des Systems und erkennt in dieser das einzige Mit-
tel, direkt auf die innere Bewegung der gegebenen monozyklischen Systeme
zu wirken, wie wir ja auch bei der Wa¨rmebewegung der Atome in Folge der
Beschra¨nkung der uns zu Gebote stehenden Methoden unsere Einwirkungen
nicht auf bestimmte Atome isolieren ko¨nnen, sondern notwendig immer alle
in einem gewissen Raum enthaltenen gleichma¨ßig treffen mu¨ssen. Wenn nun
zwei urspru¨nglich von einander unabha¨ngige monozyklische Systeme durch
passende Regulierung der a¨ußeren Kra¨fte in einen Zustand versetzt werden,
der den Bedingungen einer bestimmten Art fester Verbindung entspricht, so
kann man eine solche feste Verbindung zwischen ihnen eintreten lassen, ohne
dadurch die vorhandene Bewegung zu sto¨ren, und sie von da ab unter Ein-
haltung dieser Verbindung sich weiter bewegen lassen, so wie zwei Ko¨rper
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gleicher Temperatur ohne Vera¨nderung ihrer innern Bewegung in leitende
Beru¨hrung gesetzt werden ko¨nnen, so dass sie bei neuen hinreichend langsa-
men Vera¨nderungen gleiche Temperatur behalten, wobei nicht ausgeschlossen
ist, dass jene beiden Systeme in der Lage, die ihnen behufs der Koppelung
gegeben ist, noch mit Druck oder Fernkra¨ften auf einanderwirken.
Mit Hilfe von mathematischen Betrachtungen, die den in der Wa¨rmelehre
angestellten ganz analog sind, zeigt nun Helmholtz allgemein, dass, wenn
monozyklische Systeme nur solche Verbindungen unter einander zulassen,
dass die a¨ußern Kra¨fte jedes einzelnen Systems nur von dem augenblickli-
chen Zustande des Systems und nicht von der eintretenden oder aufho¨renden
Verbindung mit a¨ndern Systemen abha¨ngen, die Koppelung also eine reine
Bewegungskoppelung ist und ein neues monozyklisches System erzeugt, wenn
ferner, sobald die Bedingungen des Austausches der innern Bewegung zwi-
schen zweien oder mehreren Systemen eintreten, das Gleichgewicht der innern
Bewegungen zwischen ihnen davon abha¨ngt, dass eine bestimmte Funktion
der Parameter eines jeden einzelnen — in der Wa¨rmelehre die Temperatur
— denselben Wert hat, wie die entsprechenden Funktionen der andern, dann
auch die dritte durch das Carnotsche Gesetz ausgesprochene wesentliche
Eigentu¨mlichkeit der Wa¨rme, die beschra¨nkte Umwandlungsfa¨higkeit, fu¨r sie
gelten wird.
Diesen fu¨r die Prinzipien der Mechanik fundamentalen Untersuchungen
von Helmholtz u¨ber das Prinzip der kleinsten Wirkung und die monozykli-
schen Systeme reihen sich noch teils erga¨nzend, teils berichtigend seine drei
letzten Arbeiten an, die sich schon ganz auf den Boden der von Faraday,
Maxwell und Hertz geschaffenen Anschauungen stellen, nach welchen die
elektrischen Oszillationen in dem den Weltraum fu¨llenden A¨ther in ihrer
Fortpflanzungsgeschwindigkeit, ihrer Natur als Transversalschwingungen, der
damit zusammenha¨ngenden Mo¨glichkeit der Polarisationserscheinungen, der
Brechung und Reflexion vollsta¨ndig den Oszillationen des Lichtes und der
Wa¨rme entsprechen, und die anscheinenden Fernkra¨fte durch U¨bertragung
der Wirkung von einer Schicht des zwischenliegenden Mediums zur na¨chsten
fortgeleitet werden.
In der Arbeit
”
Das Prinzip der kleinsten Wirkung in der Elektrodyna-
mik“ (1892) [207] untersucht Helmholtz, ob sich die empirisch gefundenen
Sa¨tze der Elektrodynamik, wie sie in Maxwells Gleichungen ausgespro-
chen sind, in die Form eines Minimalsatzes bringen lassen, und auf Grund
von Erwa¨gungen, wie wir sie fru¨her besprochen, ergab sich, dass die ponde-
romotorischen Kra¨fte in der Tat aus dem verallgemeinerten Hamiltonschen
Prinzip vollkommen u¨bereinstimmend mit Maxwells Theorie hergeleitet
werden ko¨nnen, wobei die Energie sich aus zwei Teilen zusammensetzt, die
dieselbe Rolle gegen einander spielen, wie die potentielle und aktuelle Ener-
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gie in den Problemen fu¨r wa¨gbare Massen; die elektrische Energie erscheint
dabei als potentielle Energie ruhender Massen, soweit keine A¨nderungen der
Momente oder elektrische Stro¨me mitspielen, die magnetische Energie als
lebendige Kraft.
Nun vertieft er sich weiter in die elektromagnetische Theorie des Lich-
tes und sucht von der U¨berlegung ausgehend, dass die Dispersion des Lichtes
stets nur in oder an der Grenze von Ra¨umen vorkommt, die außer dem A¨ther
auch ponderable Masse enthalten, in einer im Jahre 1892 erschienenen Arbeit
die Farbenzerstreuung mit Zuhilfenahme dieser Theorie und mit Ru¨cksicht
auf die dem A¨ther eingelagerten Massen zu erkla¨ren. Die mathematische
Theorie vonMaxwell weist nun nach, dass auch ponderomotorische Kra¨fte
innerhalb des von elektrischen Oszillationen durchzogenen A¨thers wirksam
werden mu¨ssen, welche schwere Atome, die im A¨ther liegen, in Bewegung
setzen ko¨nnten; Helmholtz zeigt, dass dann die wa¨gbaren Teilchen auch
Ladungen wahrer Elektrizita¨t enthalten mu¨ssen, so dass in den zu bildenden
Bewegungsgleichungen die elektrischen Momente, welche durch die wahre
Elektrizita¨t jener Tra¨ger gebildet werden, da sie von vera¨nderlicher Gro¨ße
und Richtung sind, und auch von nicht elektrischen Kra¨ften, Beharrungs-
vermo¨gen, Reibung etc. angegriffen werden, von denen des freien A¨thers zu
trennen und die Wellenschwingungen in dem mit beweglichen Moleku¨len be-
ladenen und im freien A¨ther besonders zu untersuchen sind, woraus die Ge-
setze der Farbenzerstreuung sich ermitteln lassen.
Von hohem Interesse sind endlich seine allgemeinen
”
Folgerungen aus
Maxwells Theorie u¨ber die Bewegungen des reinen A¨thers“ (1893) [213],
welcher dem A¨ther Beweglichkeit zuschreibt und sich denselben von pon-
derabler Substanz durchdrungen vorstellt, die sich mit ihm bewegt; in der
Tat kommen derartige Einmischungen in allen Substanzen vor, die entweder
leitend oder lichtbrechend gegen das Vakuum sind, oder Werte der dielek-
trischen und magnetischen Konstanten haben, die von denen des Vakuum
abweichen, und man wird aus den Bewegungen der wa¨gbaren Teile auf die
damit u¨bereinstimmenden Bewegungen des A¨thers schließen ko¨nnen. Sind
jedoch die Ra¨ume von wa¨gbaren Ko¨rpern frei und nur mit A¨ther gefu¨llt, so
tritt die Frage auf, ob reiner A¨ther ganz frei von allem Beharrungsvermo¨gen
bestehen kann, ob er den sich durch ihn hinbewegenden wa¨gbaren Ko¨rpern
ausweichen muss oder sie durchdringt, indem er dabei in Ruhe bleibt oder
sich zum Teil mit ihnen bewegt oder auch zum Teil ausweicht. Unter der
Voraussetzung, dass der A¨ther in mechanischer Beziehung die Eigenschaf-
ten einer reibungslosen, inkompressibeln Flu¨ssigkeit hat, dabei aber ganz
ohne Beharrungsvermo¨gen ist, findet Helmholtz, dass die von Maxwell
aufgestellten und von Hertz vervollsta¨ndigten Gesetze in der Tat geeignet
sind, vollsta¨ndigen Aufschluss u¨ber die Gesetze der im A¨ther auftretenden
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Vera¨nderungen und Bewegungen zu geben und zwar so, dass die Zusam-
menfassung der Gesetze der Elektrodynamik unter das Prinzip der kleinsten
Wirkung, wie sie Helmholtz fru¨her gegeben, nur noch der Einfu¨hrung der
Hypothese der Inkompressibilita¨t bedarf, und zwar durch Erga¨nzung des elek-
trokinetischen Potentials durch die linke Seite der Definitionsgleichung der
Inkompressibilita¨t, und hieraus werden wichtige Schlu¨sse u¨ber das Entstehen
und Vergehen ponderomotorischer Kra¨fte im ruhenden und bewegten A¨ther
gezogen.
In dem nicht mehr vollendeten
”
Nachtrag zu dem Aufsatze: U¨ber das
Prinzip der kleinsten Wirkung in der Elektrodynamik“ (1894) [218] kommt
Helmholtz noch einmal auf seine Zusammenfassung der Maxwell-
Hertzschen Gesetze der Elektrodynamik in der verallgemeinerten Form des
Prinzips der kleinsten Wirkung zuru¨ck, um zu entscheiden, ob der bekannte
Wert der gesamten Energie der elektromagnetischen Vorga¨nge noch den Zu-
satz einer nach den Geschwindigkeiten linearen Funktion verlangt, und wenn
dieses der Fall, die ponderomotorischen Kra¨fte in u¨bersichtlicher Form aus
diesem Prinzip herzuleiten.
Hiermit endet die lange Reihe gla¨nzender mathematischer und
mathematisch-physikalischer Arbeiten dieses unvergleichlichen Forschers, von
deren Inhalt und Bedeutung ich Ihnen, soweit es ohne tieferes Eingehen in
die Feinheiten seiner mathematischen Analyse mo¨glich war, ein wenn auch
gewiss unvollkommenes Bild zu entwerfen mich bestrebte. Was der Inhalt
des Vertrages sein sollte, den Helmholtz fu¨r die vorja¨hrige Naturforscher-
versammlung in Wien unter dem Titel anku¨ndigte:
”
U¨ber dauernde Bewe-
gungsformen und scheinbare Substanzen“ und von dem sich im Nachlasse
nur wenige Schriftseiten zu der Einleitung vorgefunden haben, wird uns fu¨r
immer unbekannt bleiben, aber man darf wohl nicht ohne Grund der Vermu-
tung Raum geben, dass der naturwissenschaftlichen Welt der philosophische
Kern der großen Forschungen dargelegt werden sollte, welche er in den letz-
ten Jahren seines Lebens u¨ber die Grundlagen und Prinzipien der Mechanik
und Physik angestellt hatte.
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